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Ausdehnung der Theorie der Minimalflächen. 


(Von Herrn AR. Lipschitz in Bonn.) 


Die Flächen, welche bei gegebener Begrenzung den kleinsten Inhalt 
haben. oder die Minimalflächen, fallen nach einer von Meusnier herrührenden 
Bemerkung mit den Flächen zusammen, bei welchen in jedem Punkte das 
Aggregat der reciproken Werthe der beiden Hauptkrümmungshalbmesser gleich 
Null ist. Ein Punkt im Raume sei durch die drei beliebigen Coordinaten 
X, %;, 2, bestimmt, das Quadrat des von dem Punkte (z,, ©,, ,) ausgehen- 
den Linearelements werde gleich der Form 2f\d.r) oder 


, 


a,, de, +0... da; + a,,de,+ 2a, ,da, da, + 2a, , dx, dx, + 2a, ,dax, dx; 


der drei Differentiale dr,, dx,, dıw,. die Gleichung der Fläche heisse y, = const. 
Dann hat sowohl die Gleichung für die Hauptkrümmungshalbmesser, wie auch 
der Ausdruck für den Inhalt eines Stückes der Fläche die Eigenschaft, bei 
einer beliebigen Transformation der erwähnten Form der drei Differentiale 
dx,, da,, dx, mittelst Einführung neuer Variabelen und bei der Ersetzung 
der Gleichung y, = const. durch eine beliebige äquivalente Gleichung sich 
mitzuändern; und diejenige Invariante dieser Combination, welche das Aggregat 
der reciproken Werthe der beiden Hauptkrümmungshalbmesser in dem Punkte 
(2, %, X;) darstellt, muss verschwinden, sobald der Inhalt eines Stückes der 
Fläche bei gegebener Begrenzung ein Minimum werden soll. 

Zu der Combinalion einer beliebigen wesentlich positiven quadratischen 


Form f(de) =! Ia,,dx,dx, der » Differentiale dr,. bei welcher die Deter- 
a,b 


a 
minante |a,, = A nicht identisch verschwindet, mit einem System von / be- 
liebigen von einander unabhängigen constant zu setzenden Funclionen y, der 
Variabelen x,, wo die Buchstaben a. 6b. ... die Reihe der Zahlen von 1 bis n, 
die Buchstaben «, 5, ... die Reihe der Zahlen von 1 bis / durchlaufen, und 
!<n ist, gehören gewisse Begriffe, die den Grundbegriffen der Theorie der 
Krümmung einer Fläche entsprechen, und die in den Aufsätzen: Entwickelung 
einiger Eigenschaften der quadratischen Formen von n Differentialen,, erste 
und zweite Mittheilung, dieses Journal Bd. 71. p. 274 bis 295, erörtert sind. 
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Mittelst des Zeichens der Variation d werde aus der Form f(dx) und den 
! Functionen y, die Gleichung 





—ÖIf(de)+d2 dr, — =1,0y, 


gebildet; nachdem auf beiden Seiten derselben die Factoren der » Variationen 
dx, einander gleich gesetzt sind, füge man zu den betreffenden » Gleichungen 


die aus den / Gleichungen 


folgenden / Gleichungen 

d’y; = 0 
hinzu, und bestimme sowohl die » Grössen d’xz,, wie auch die / Grössen 4, 
als ganze homogene Functionen des zweiten Grades von den Differentialen d.r,. 
Dann erscheint die Function 


124,0y, = k(de) 


als eine nach den Differentialen dx, quadratische, nach den Variationen dy, 
lineare Form, die den Kern der angeführten Untersuchungen ausmacht. 

Für diese Form A (dx) wird ein Problem de mazimis et minimis auf- 
gestellt, bei dem die Grössen dr, als veränderlich, die Grössen dy, als fest 
gelten. Man verlangt, dass das erste in Bezug auf die Grössen dx, ge- 
nommene Differential der Form A(dxz) zum Verschwinden gebracht werde, 
während die Form f(dx) einen festen Werth erhält, und die / Gleichungen 


dy. = 0 
bestehen. Demgemäss müssen die » nach den Grössen de, genommenen Ab- 
leitungen des Ausdruckes 


— (de) + of(de) + 29.dy,, 


wo © und 9, unbestimmte Factoren bedeuten, gleich Null werden. Diese 
» Gleichungen und die / Gleichungen dy, = 0 zusammen sind ein System 
von »-+-/ homogenen linearen Gleichungen in Bezug auf die » Grössen dr, 
und die ! Grössen 4,. Die Determinante dieses Systems von »+/ Gleichungen, 
D(w), welche in Bezug auf die Grösse » vom (»—[)ten Grade ist und die 
nach dem gegenwärtig üblichen Algorithmus mit Hinzufügung des Factors (—1) 
gebildet werden soll, sei folgendermassen dargestellt: 


D(w) = D,w""+D,wo""!+..+D,.. 
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Alsdann zieht die Auflösung des Problems de mazimis et minimis die Gleichung 
Dow) = 0 

nach sich, zu jeder Wurzel dieser Gleichung gehört eine Bestimmung der 

Grössen dx,, und dieser Bestimmung entspricht die Gleichung 





)(dx) 
DB = — 
f(dx) 
Die Function A (dx) erlaubt eine anschauliche mechanische Interpretation. 
Wenn 5 eine ganze Zahl ist, und wenn z&,, &;, 23; 24, %;, 25; ... x, als die 


Coordinaten von 5 Massenpunkten aufgefasst werden, auf welche keine beschleu- 
nigenden Kräfte wirken, die aber den / Bedingungsgleichungen y, = const. 


> a) . » l ; ie . 
unterworfen sind, wenn dt das Element der Zeit und 2 ) das thatsächlich 


geltende Mass der lebendigen Kräfte des bewegten Massensystems ausdrückt, 
so verwandelt sich die Forderung, dass die erste Variation des Integrales 


IK an)dı 


unter der Voraussetzung der Gleichungen y, = const. zum Verschwinden ge- 
bracht werde, in die Hamiltonsche Gestalt des in Rede stehenden Bewegungs- 
> 4.01 e 
ri Alde) .. Rh 
problems, und der Ausdruck _— a - = pP wird gleich der Summe der 
dl ul” r 


Momente der sämmtlichen Drucke, die der durch die Wahl der Grössen dy, 
bestimmten virtuellen Verschiebung des Massensystems entsprechen. Das be- 
zeichnete Variationsproblem correspondirt zugleich mit der Erweiterung der 
mechanischen Begriffe, die in dem Aufsatze: Untersuchung eines Problems der 
Variationsrechnung, in welchem das Problem der Mechanik enthalten ist, in 
diesem Journal Band 74, p. 116 bis 149, auseinandergesetzt ist. 

Der Character der Function A(dr), zu der Form f(dx) und dem System 
Gleichungen y,„ = const. covariant zu sein, wird in dem Falle, dass / = 1 
ist, oder dass nur eine Function y, vorliegt, nicht aufgehoben, wenn man die 


Grösse dy, durch den Ausdruck y(1.1) ersetzt, wo die Bezeichnungen 


Ass Oyı Oyı 


1.1) = 5 
Ga J — A ) ) . 
a,b _. C La Ty 
IN = | dos ı® 
oA 
un 044,5 


1 * 
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gebraucht sind. Durch die Voraussetzung, dass die Form f(dx) gleich der 


besonderen Form 





} I dr; 


sel. wird 


ww 
foy, 
Le Ms), 
4.1 32.) 
(dx) . ac ü 
und geht der Ausdruck 7.de) in den negativ genommenen reciproken Werth 
_ ATX \ 


der Grösse über, welche Hr. Kronecker in seiner zweiten Abhandlung über Systeme 
von Functionen mehrer Variabeln, Monatsb. der Berliner Academie v. Aug. 1869 
p. 692, mit 0 bezeichnet, ferner das aufgestellte Problem de mazimis et minimis 
in dasjenige Problem, welches Hr. Kronecker für die Grösse o betrachtet. Die 
| 


[e) 


. 


oben erwähnte Gleichung D(w) = 0 liefert durch die Substitution = —- 


die ausgezeichneten n—1 Werthe der Grösse 0. Für n=3 wird oe nach 
den zu Anfang eingeführten Bezeichnungen der Krümmungshalbmesser der 
Fläche y, = const. in demjenigen Normalschnitt, bei welchem die rechtwink- 


ligen Coordinaten z,, ©,, x, eines Punktes der Fläche beziehungsweise die 


ie 38 u 
Ineremente dır,. dı,, dx, erhalten, und die Gleichung D| — = — () determinirt 
A 0: 


den erössten und den kleinsten Werth des Krümmungshalbmessers. 

Es schien mir nun wünschenswerth, zu prüfen, ob der im Eingange 
erwähnte Zusammenhang des Aggregats der reciproken Werthe der Haupt- 
krümmungshalbmesser mit dem Wesen der Minimalflächen erhalten bleibe, wenn 
der vorhin allgemein definirten Function A(d.r) ein Integral gegenüber gestellt 
wird, welches dem Ausdrucke für den Inhalt eines Flächenstücks entspricht. 
Wenn man die Form f(dx) durch die Einführung eines neuen Systems von 


unabhängigen Variabelen transformirt, von denen die ! gegebenen Funclionen y 


einen Theil. »—/ beliebige andere Functionen %,,1» %,2» --. Y, den anderen 
Theil bilden, so entsteht eine Form g(dy) der Differentiale dy,. dp, ... dy,, 


welche sich durch Constantsetzen der Variabelen y, und Nullsetzen der 
Dilferentiale dy, in eine Form g(dy) der Differentiale dy,,.., Ay.» ... dy 
verwandelt. Die Determinante der Form 2g(dy) heisse E, dann hat das 


n—NTache Integral 


A= fi Edy ıdy.ı2...dy 


die Eigenschaft, von der Wahl der Variabelen ,,,, ... 9, unabhängig zu 
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er sein, und, bei der für »„=3, ?=1 angeführten Bedeutung von f(d«) und 
y, = const., den Inhalt eines Stückes der Fläche y, = const. auszudrücken. 
Dieses Integral kann auch durch »—/ beliebige Variabele &,,,. ©,.». ... x, 
unter den » Variabelen x, dargestellt werden, und nimmt dann die folgende 


Gestalt an: 


_. fi D, dx H dx | an. Mi 
C Li, ( L, OX} 

" wo D, nach der oben eingeführten Bezeichnung den Coöfficienten von 
u in der Determinante D(w) bedeutel. Das Element dieses Integrales fällt bei 
re der Voraussetzung, dass die Form f(de) = 3>dx, und die Zahl /=1 ist, mit 
4 dem Element des Integrales zusammen, welches Hr. Kronecker in der ersten 
0 Abhandlung über Systeme von Funclionen mehrer Variabelen, Monatsbericht der 
"h Berliner Academie vom März 1869, p. 169, definirt, und das Element der durch die 
Tr Gleichung y, = const. repräsentirten (n— 1) fachen Mannigfaltigkeit genannt hat, 
- Ich werfe jetzt die Frage aul, in welche Abhängigkeit müssen die 
e Grössen X, Las, ... 2, von den Grössen %,.1» Zi, ».. a, treten, damit die 
nt erste Variation des Integrales A gleich Null werde. Das System von Il partiellen 

Differentialgleichungen, welches diese Frage beantwortet, wird erhalten, indem 

man verlangt, dass der Coefficient von w'"—" in der Gleichung D(w) =, 
e n 
Fi MM: 
Ä welcher eine homogene lineare Function der Variationen dy, ist, unabhängig 
von diesen Variationen verschwinde. Die Relation zwischen dem Aggregate der 
Ä reciproken Hauptkrümmungshalbmesser und der Haupteigenschaft der Minimal- 
h llächen findet also in der geeebenen Theorie der Function A(dx) und des 

integrales A ihre Verallgemeinerung. 
n Nachdem dieses Resultat gefunden ist, betrachte ich die Voraussetzung. 
4 dass die Form f(de)= 43 dx,, und zugleich die Zahl »—/, oder die Ordnung 
Tr a 


des Integrales A, gleich Zwei sei. In diesem Falle kann die allgemeine In- 
tegralion des Systems von parliellen Dilferentialgleichungen 
D 
D 


U 


= 


vollständig absolvirt, und folgendermassen dargestellt werden. Es sei i die imagi- 


T näre Einheit Y—1.p-+igq eine complexe Variabele, es seien p, p+iq), pP. p-+Hig)s... 
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p„(p+tig) complexe Functionen dieser Variabelen, die der einen Bedingung 
genügen 
(dp (p+ig)) + (dp (p+ig)) ++ (dy,(p+ig))’ =(, 
und es bedeute Ry,(p+ig) den reellen Theil der Function y,(p+ig). dann 
bestehen die n Gleichungen 
2 = Ryılprtig), 
© = Rp.(p+ig), 
= Rp(prig). 
Dieses Theorem geht für den Fall a=3 in die allgemeine Auflösung 
des Problems der Minimalflächen über, welche Riemann und Weierstrass ge- 
geben haben *). 


Erste Abtheilung. 
1. 
Die Betrachtung, deren Ziele im Vorstehenden bezeichnet sind, fange 
ich mit der Aufstellung der Bedingungen an, unter denen die erste Variation 
des (»—!)fachen über ein gegebenes Gebiet auszudehnenden Integrals 


(7 = SV Edy,.dyuo...dy, 


verschwindet. Wenn die wesentlich positive quadratische Form der » Diffe- 
rentiale dr, 

2) file) = 2 a,,de,day, 
deren Determinante \a,, = & nicht identisch gleich Null ist, und bei der die 
adjungirten Elemente mit A,, bezeichnet werden, durch die Einführung der 
» unabhängigen Variabelen y, in die Form der » Differentiale dy, 


(3.)  g(dy) = 43 e..dyıdy, 
El i 


übergeht, und wenn demnach für die Coefficienten e,, der letzteren die Aus- 
drücke gelten 





m Or, O8 
aan oyı oyı ’ 


(4.) 


er 


so enthalten die Coefficienten der Form g(dy) von den »—/ Differentialen dy, 


*) Die hier abschliessende Einleitung in die folgende Abhandlung ist bereits der 
Berliner Aeademie am 27. Mai 1872 mitgetheilt worden und im Monatsbericht derselben 
erschienen. 
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9.)  gldy) = 32 e,.dy.dy:, 
wo die Zeiger o, r die Reihe der Zahlen /+1, !+2, ... » durchlaufen, nur 
die partiellen Ableitungen der Grössen x, nach den n—/ Variabelen y,, und 
nicht die partiellen Ableitungen dieser Grössen nach den übrigen Variabelen 


y.; daher gilt auch das Gleiche von der der Form g(dy) zugehörigen Deter- 
minante 


e). 5 = je, 
Die Eigenschaft der Form f(dx), wesentlich positiv und von nicht verschwin- 
dender Determinante zu sein, überträgt sich auf die Form g(dy) und auch auf 
die Form y(dy), und die Determinante der letzteren E ist sicher eine positive 
Grösse. Wenn die » Variabelen x, von den »—/ Variabelen y, so abhängen 
sollen, dass die erste Variation des Integrals A gleich Null wird, so muss 
nach den Regeln der Variation eines vielfachen Integrals der Ausdruck 


oVYE 
ol —— 
En : (= a 
. 7, line 
7 ( } E . \ OU, ) & 
(7 ) P: — — — y E ENTER h) L, 
a OX oO OYo 


für unabhängige Werthe der » Variationen dr, gleich Null sein. Die hier 
auftretenden partiellen Differentiationen gehören zu zwei verschiedenen Gallungen; 


bei der einen Gattung wird der Ausdruck Y E als Function der unabhängig 


De; 


en 


veränderlichen Grössen x, und Fr betrachtet, bei der anderen Gattung, welche 
“Yo 

durch eine Klammer unterschieden ist, gelten die Grössen x, und = als 
Functionen von den unabhängig veränderlichen Grössen y,. | 

Das Verschwinden des Ausdrucks (7.) schliesst ein System von n par- 
tiellen Differentialgleichungen in sich, durch dessen vollständige Integration die 
» Variabelen x, als Functionen der n—! Variabelen y, bestimmt werden. 

Man darf annehmen, dass nach ausgeführter Integration ein System 
von / Gleichungen zwischen den Variabelen x, gebildet werde, aus dem die 
Variabelen y, eliminirt sind. Sobald nun die Variabelen x, als Functionen von 
»—{ Variabelen y, und von / Variabelen y, aufgefasst werden, die zusammen 
ein System von unabhängigen Variabelen ausmachen, so ist es gestattet, bei 
dem Variationsproblem des Integrals A den Variabelen y, beliebige constante 
Werthe beizulegen, da das Integral A die Grössen y, nicht enthält. Alsdann 


determiniren jene / zwischen den Grössen x, bestehenden Gleichungen die 
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Abhängigkeit zwischen den / constant zu selzenden Grössen y, und den 
Grössen 7,- 


Der Ausdruck {7.) kann verschiedene Gestalten annehmen, welche der 
Beachtung werth sind. Eine Umgestaltung folgt aus dem Bildungsgesetz des 





” . » . . oO] E T * * . . 
partiellen Differentialquotienien ee Wenn man die partiellen Differential- 
ö| ww a\ 
‘OYy, / 
oE . u 
quolienten ——, wie auch sonst in den entsprechenden Fällen geschehen ist, 
Oo r 


aus dem allgemeinen Determinantenschema, ohne Rücksicht auf die Gleichung 
e,: = €, , ableitet, so liefern die Gleichungen (4.) die Darstellung 


( 








ar: A ri RN Dt u ER 
ug | (2) eo db " OYyırı ER oy, 
®; > su 
24,7 
Multipliecirt man hier beide Seiten mit dem Factor —“, und summirt nach dem 
Oy 
4 > N 
Buchstaben a, so wird die rechte Seite gleich dem Ausdrucke 28 —— e, , 
ı Cesar Er 


welcher verschwindel, sobald f=0’ einer von o verschiedenen Zahl aus der Reihe 
von /+1 bis » ist, dagegen den Werth 2E annimmt, sobald f=o ist. Daher 
bestehen, je nachdem f von der einen oder der anderen Beschaffenheit oder 


gleich einer Zahl & aus der Reihe von 1 bis / ist, die Gleichungen 


mn 


oE Or, 





= . ! 
A — (, 020, 
a 2) OYo‘ | 
I — ) 
OYo? 
j un ( 'E ( La pP 
eg 
\ "j , a n c La © Yo 
Oys 
. öE ©, u 0E 
| e: >’ ‘ h — 2E J e I 
I|e nf a) OYa r 060,1 
'®, , 
OYo 


Insofern die Grössen x, als Functionen der Variabelen y, und y, aufgefasst 
werden, lässt sich in (7.) die Variation dx, durch den Ausdruck 


BR >). OEpR a a 
Ss —dy = F—dy. +F&—dy, 
f Oyr > & OYa ‚ o' OYo' 
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Für einen beliebigen Werth E ist 


Pe 
ae en Ra 
Ey 
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ci \ 
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f = ( a f I f N] fi f 
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Die beiden ersten Aggregate der rechten Seite zusammeneenommen stellen 


e v 
oJHF 
4 
/ 


den Ausdruck . bei dem die y, die unabhängigen Veränderlichen sind. 
( JE 

explicite dar. Das dritte Aggregat ist in Folge von 9.) für f=0'=°0 eleich der 

Null. für E= 0 gleich dem Ausdrucke — —— für E=o oleich dem Ausdrucke 


iv 


Aus diesen Gründen wird die linke Seite von 10.) für = 0 eleich Null. 
und der Ausdruck (7.) gleich dem folgenden 


cohE 


23) \ 
O8 
— o\ 
colE x NOYo O%Xa 


11. P Pr . — ey 


Durch die Anwendung von (10.) für E=« verwandelt sich dagegen der Aus- 
druck 7.) in den Ausdruck 


EEE 
o\ —2 e 

Nc(UE v Ku * vu 
1 2. < 2 —— ( U 
’ OYa ( C Y e 


Das Verschwinden von ‘11. repräsentirt vermöge der Unabhängigkeit der 


Variationen Ödy, ein System von / Gleichungen. 


‘) 


ul « 
Der Uebergang von der Form (dx) zu der Form g(dy) kann dadurch 
bewerkstelligt werden. dass an die Stelle von jedem der » Differentiale dr. 
1. 2 
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der ersteren der zugeordnele lineare Ausdruck mit den »—/ Differentialen 
dy, der letzteren gesetzt wird 
19. —dyııt+=——dyıa+ un. dy,. 
Oyızı Oyır2 ya" 
Auf die Transformation einer Form f(dx) in eine Form y(dy) von ebenso 
vielen Differentialen ist dieses Journal Bd. 70. pag. 72 der Begriff gegründet, 


dass die beiden Formen zu derselben Classe gehören. Nach dieser Anschauung fällt 
Begriff, welchen Gauss, disquisitiones arithmelicae, art. 250 für die Beziehung 
einer ternären quadratischen Form zu einer binären quadratischen Form aufgestellt 


hat. und der in dem vorliegenden Falle mit dem Namen zu bezeichnen ist, 


dass die Form g\dy) von n—! Differentialen durch die Form fidx) von n 
Differentialen dargestellt wird. Gauss erwähnt an der angeführten Stelle die 
Darstellune von der Determinante der betreffenden binären Form durch die 


adjuncta der zugehörigen ternären; demgemäss ist gegenwärlig die Deter- 


minanie E der Form y(dy) durch die von der Form fd) herrührenden 
(srössenverbindungen auszudrücken. 


Bei der in (3.) definirten Form g(dy) bezeichne man die Determinante 


und die adjungirten Elemente folgendermassen 


. Ä dE ’ k;, u 

\ 1 4. ) E -— |e le u; Vu FE ” - Z— f | he 

\ ‚ L,l|® des £1 9 E was 
Dann hängen die Coefficienten der forma adjuncla von g{dy) mit den Coefli- 
cienten der forma adjunetla von f(dx) durch die folgenden Gleichungen zu- 


sammen, in denen die Grössen y; als Funclionen der Grössen x, erscheinen, 





- . A b el) f © Yı s i 
13) sa ET ih 
ı A 0x, 0% \ 


Nach einem bekannten Determinantensatze ist 
(16.) + Bar. — E"'3+ e N 1141 € 74 > er 


und daher vermöge (6.) und (14.), wenn y, & wie «, die Reihe der Zahlen 


von 1 bis / durchlaufen, 
E 
E 


Hier können die Elemente (y,:) der linken Seite mit Hülfe von (15.) durch 
die Coeffiecienten der forma adjuncta von f(dx) dargestellt werden. Das 
Product der Determinante |/y, &)| mit der Determinante A ist aber gleich der 
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mit dem Factor (—1),' versehenen auf die gegenwärtige übliche Weise ze- 


bildeten Determinante des Systems 


{ 
) { 
a, a er 
4 
IS. Ad da u a 
4 7 c7ı Oo 
U) u () 
7A ( of 
{ 7 { u OU 
Yo # Eh () 
OA OT U: 


oder. zulolge der in der Einleitung gegebenen Definition. gleich der Grösse D. 


Denn wenn man das System (18.) mit dem Svstem 


RR. D Bat 


D 73: © 


Te ee 
en Te 


dessen Determinante den Werth x hat. Reihe für Reihe combinirt. die ent- 


sprechenden Glieder multiplieirt, und die Summe nimmt, so resultirt ein System 
von (a+f)' Grössen. dessen Determinante gleich dem Produet der Determinante 
(r.e)| in den Factor (—1)' wird. Somit gilt die Gleichung 


I\/ 


20. D, = A ve 


‘ 


und wegen (17.) die Gleichung 
(21. D, —. 


Die so eben aufgestellte Gleichung kommt zur Anwendung, sobald das 
Integral A durch die Einführung von »—/ beliebigen Variabelen x, ,,. ©... ... x 
aus den » Variabelen x,. als Integrationsvariabelen, iransformirt werden soll 


*) un 


I 
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Hiebei ist das positive Element dy,,,dy,,....dy, durch das Product des posi- 
iven Elemenis da,,,da,,....dx, in den positiven Werth der Determinante 

f Oyızı\)\ /OYn\ 
dc’ \oz,/ 
zu erselzen, in welcher die Grössen y, als Funetionen der Grössen y, und x, 
betrachtet werden. Für diese Determinante hat Jacobi in der Abhandlung 
de determinantibus functionalibus, art. 12., dieses Journal Band 22, pag. 312, 
die Gleichung angegeben 


vı)) er & ( Y, 


ww L 


Oy, f OYı a \ Ft 7 


\ 
Bye 
EZ 


„> | a, ( Y 
m E : ee. Arch Pier J ER Ee : 
r4 T, IE f En . Y \ ( ir S GERD r > f ' 


i 


Mithin entsteht für das Integral A die Transformation 


oy,  Oy 
% . P. .-».s 2 .— 
23. 4 j FE. 
« 


OU O 
er, 71 FB. Y 


‘ 


Or. or 


Nun sind die Determinanlen A und E bekanntlich dureh die Gleichung verbunden 


24. E AlS+ oy, BT \> j 
\ or, or J 


Daher wird der Zähler des Ausdruckes unter dem Integralzeichen in (23.) 


— I\ ’£ \ . W .. n 
vleich der Grösse } E | Z oder nach (21.) gleich der Grösse /D,, und es 


ergiebt sich die Transformation 


ı dr. r1...de 
7 zZ “ Bas, ee E 
I. A J h D, oy oy 
€ PN... ...— > 


x 


OL UT 
Diese Darstellung des Integrals 1.) enthält die Variabeien y, nicht, und bringt 
somit die Thalsache zur Evidenz, dass der Werth des Integrals (!.) von der 


Wahl des Systems der y, nicht abhängt. 


3. 
. ‚s ist wünschenswerth, den Ausdruck (7.). von dessen Nullwerden 
das Verschwinden der ersten Variation des Integrals A bedingt ist, in 
eine Gestalt zu bringen, welche mit der Gestalt des Integrals A in (25.) 
harmonirt. und die Abhängigkeit der constant zu selzenden Functionen 
y. von den Variabelen x, hervortreten lässt. Hiebei kann man von der 


Beobachtung ausgehen, dass, wenn dem Elemente des Integrals (1.) und des 
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Intesrals (25.) das Element dy,dy,...dy, als Factor beigefügt, und in dem 
b dy, dy,...dy ' “ f nt 
leizteren der Quotient ——-— — durch das Element! de, d.ı,... dx, ersetlz! 
‘’NH sHll 
x n 7 
ae oX or 


wird. was unzweifelhaft erlaubt ist. die folgende Gleichung zwischen zwei 


»fachen Integralen entsteht 
26.) I D,dx,dr,...dx / FE dy,dy:...dy,. 


Dann wird der angedeutele Zweek mit Hülfe des foleenden alleemeinen 
Theorems der Varialionsrecehnune erreicht. das meines Wissens noch nich! 


ausgesprochen ist. 


Theorem. Es sei F eine Function con den n Variabelen x,, den 
. nn +1 . en . . OL: 

» Nariabelen y,. und den = partiellen Differentialguotienten - In- 
- Oyı 


} . y . . ey . f . ( L, . . 
dem man in F die partiellen Differentialguotienten —" durch die partiellen 
( Yy 


( Yı ... \ 
- ausdrückt, und statt des positiven Elements da ,d.r....dır 
Orr 


Differentialguotienten 


den Quotienten des positiven Elements dy,dy....dy, durch den positiven Werth 


ä ..„oy oy, 
der Fimetionaldeterminante I+--.:» I 


substitwirt, gehe das n fache Integral 
OL OT n f 


/Fax.dx. ...de, in das n fache Integral [way dy,...dy, über. Dann besteht 


für ein System von unabhängigen Variationen dx, und von correspondirenden 


. . \ v Zu . . . q . 
Variationen Öy. 2 a Or; die identische Gleichung 
f Lt e 
[4 F \ 
14 
ü ( 
— f 
{ r’Y 
\ e P.: PB. dy 
m f el) b 04 
27 | 
/ ( li 


Der Beweis dieses Theorems ergiebt sich dadurch, d 


ass die beiden 
Seiten der vorausgeselzien Gleichung 

(28. Fdx, dx,...de Gdy,dys...dy, 
vollständig variirt werden. Bei der mittelst der Charakteristik Öd angedeuteten 


Variation möge jede Variabele x, das Increment d.r,. jede Variabele y, das In- 
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crement Ö'y, erhalten, und zwar werden diese 2» Incremente nach dem Vor- 


gange von Lagrange, mecanique analylique, premiere partie, section IV. art. 19, 
von einander unabhängig angenommen. Um die entsprechende Variation des 


Klemenis dx,de,...dx, zu erhalten, darf man für dasselbe, indem die Va- 
riabelen «x, als Functionen eines beliebigen Systems von unabhängigen Variabelen 3, 
aufgefasst werden. den Ausdruck setzen 


..„0ox, 02 OL, 
29. dz,dz....de, = Z+-— ——  —— da.d2....dz, 


023, 0%, 02, 
und denselben so varliren. dass die Grössen z, ungeändert bleiben. Dann 
entsteht nach bekannten Determinantensätzen die Gleichung 

30. J(da.da....de,) = 3 En dz,dz....dx,. 
welche Lagrange \. c.. section Vll. art. 11. für » = 3 aufgestellt hal. Dem- 
nach eilt die Gleichung 


o(Fdx,de,...dx 


( TC / 
O 


. ‚oF Es 7 Oyy \\ 

3. I: Ss -—02, +3 — I +3 —— o( N da,de,....de,, 
a 00, “z 6,8 n/ Cys\ 

\ Or / 

welche leicht in die folgende verwandelt wird 


„o(För, 








\ v 
o(Fdz,da,....de,) = 2 - da, da....dr, 
u ( Lg 
./O0W \ 
r' | F Ol - L ) 
| ı DE f ! .( Us \ \ v of "oyy ’ 2 NL Li / j 
| 2 , \ Ö 7 Ye 2 zn Ir, Pr 2 ae rn ) [ ———— — P: _ — ——— I dır,dao...de, x 
| b Oy Kr OL; / 6 „N \ \02%- a OLa 
“OR? 


Die beiden Gatlungen von partiellen Differentiationen. von denen eine die 


Grössen 2. Y. ——. die andere die Grössen .r, allein als unabhängige Va- 
, [7 zu. OT, c be 


viabele voraussetzt. sind hier. wie in dem oben erwähnten Falle, unterschieden. 


Wird der Kürze halber die Bezeichnung 


., 0% 0%. OL, r 
30 zst+-— —...- — ( 
TR oy, 0», Oyn 
. vi 2 . . » . f ® Oyy 
eingeführt. so hat der partielle Dilierenlialquotient 2 den Ausdruck 
6), 10 Yo l ol 
ory C „(02x \ 
( Li 
\ 
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. r . . ( er % . ) 
Dann kann die vollständige Variation d(—- ) so abeeleitet werden. dass ma 
- gm 
zuerst, während die Variabelen x, ruhen, den Variabelen y, die Incremente $'y 
beilegt, hierauf, während die Variabelen y, ruhen. den Variabelen x, die In- 
cremenle dx, beilegt, und dann die beiden Resultate addirt. So entsteht der 


Ausdruck 


34. 


nn 
en 
n 
Es 
vu 
S 
. 


oder, mit Hülfe eines bekannten Determinantensalzes. 





u 
/ Oys\ ( od) fy | m oUÜ ol { dr. 
a a Fe | 
\OTy/ or ( es „./ 04 % Dy or 
( r 
cr} \ { Ur J 
oder, durch Benulzung von (33°). 
OYs \ oö'y, ‚on Oy 0o0r 
30. BEE a en EIER E ne. 
N\OL,/ 0% at Or, 0X Ct 
oder endlich auch 
! an 
36, AY OYp \ 00 Y | N OU ( da a 
N Ct HR a ( Ct 
Hieraus folgt die Gleichung 
OU N . ol \ 
j BIT 1 ) Mm y h da ) 
# ma \ PER Yu Er 
Er EL 9; BEE An 
i \ ( Ti / a ( La er ( 2% 
Wenn man jetzt die Ausdrücke 
Br \ a [7ER ‘ 
38. dy, = 8 —0r, 
i ; _ a ( La u. 


anwendet, so nimmt die Gleichung (32.) die Gestalt an 
d(Fdz,dz,...de,) = 2 —-—— da, dı,...de, 
a 2 


39. ( F . ( F t ya — Öys, 


+43 ——(d Y dy) + SI —— da, da....d2,, 
/ Y, Zu En er) Ory 
ol — 


OXy 
und diese verwandelt sich vermöge des für die Variationsprobleme allgemein 


gebräuchlichen Verfahrens in die folgende 
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"{ oF ' " 
c — (!'y—Oy 
| f Oyy \ er . 
| Fö a} 
y « CK FOX i x 0X 
I Fax.da....de 2 a _Idr.dx....dr 
IL Ola v IK OTy 
ı. ah 3 
oA 
i € { - 
I _ /0\ 
| Be of y Or, / ‚$ ' 
= - — Id y,—Iy,)da,da,...dır 
b Oy b f Lip j 5 . 


Die entsprechenden Schritte können bei dem Ausdruck @dy,dy,...dy, 


auspeführt werden. und liefern mitltelst der Ausdrücke 
‘ E ' . OTY+ Per 
IS. ) T, —0y, 


das entsprechende Kreebniss 


'®; OL, - dr, ) 
f OLa\ 
I hrdy,dy....dy, a —— +3 — —— Tdy,dy....dy 
su; b oy a,l oy; 
10. 
’ ofls 
ol — 
„l ORaN\ 
G ie) 
’ 2) ( 1 . OyYı \ \ 
+S\- p: ha. Or, la, dyıdy....dy 
Be, 1 op | | a 


Durch bekannte Schlüsse folgt aus der Gleichheit der linken Seiten von (40.) 
und (40°). dass diejenigen Bestandtheile der rechten Seiten einander gleich 
sind. welche respeclive die Grössen O’y,—dy, und da@,—('r, linear und nicht 
differentiirt enthalten, und die verschwinden müssen. wenn die erste Variation 


des über ein gegebenes Gebiet auszudehnenden Integrals 


[Fax nd fi dy,dy....dy, 


gleich Null werden soll. Offenbar hängen die Differenzen d’y,—Öy, mit den 
Differenzen Ö’x, — dx, durch die Gleichungen 


 OM ; nr 
"um = 3 — (dr, Ir, 
JN «N f Or, \ Y d, 


zusammen, welche wie die zwischen den dy, und den dr, bestehenden Glei- 
chungen (38.) gebildet sind. Da nun in (40.) die Differenzen O’y,—dy,. in (40°. ) die 


entgegengesetzt genommenen Differenzen d.r,—d'r, auftreten, so erzeugt die Com- 


bination der bezeichneten Gleichung, die zwischen den nach den d’y,—dy, und den 
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dr,—I'z, linearen Ausdrücken besteht. mit der Gleichung (25.) das zu be- 
weisende Resultat (27.). 
Die Anwendung des soeben begründeten Theorems auf die Gleichung "26. 


führt zu dem Ergebniss 


0} D x O4 / h Öy 
| D sv ON ar oA \ 
41. 
o)E 
j ft Zur 
| a % | “ ’ 4 » 
| PR.) : Or, 0. 
VEN m a o 


Hier ist der Ausdruck #& durch die Gleichungen \6.) und 4.) explicite als 


Function der Coefficienten a,,. welche die Variabelen :r, enthalten, und der 


\ m Or, . 
parliellen Differentialquotienten segeben. Die nach dem Buchstaben I 
OY. 


auszuführende Summation giebt also einen verschwindenden Beitrag, so lange 
(=1.2.... list. und geht in die Summalion über, welche in (7., nach 


dem Buchstaben o genommen wird. Dagegen ist der Ausdruck D, durch die 


x . 1 - . . . . . { r 
Gleichungen (20.) und (15.) explicite als Function der Verbindungen . 
welche die Variabelen x, enthalten. und der parliellen Diilerentialquotienten 

OLs 


gegeben. Demnach Ireten die Variabelen y, überhaupt nicht auf. und von den 


* . » . . or ) . . . . 6 ° 
parliellen Differentialquotienten - ” nur diejenigen. bei denen b = 1.2, ... / ist. 
dx, 


Aus diesen Gründen ergiebt die Gleichung (41.) für den Ausdruck (7.), nach- 


dem derselbe durch die Grösse VE dividirt ist, die folgende Transformation 


oO] D OoVE 
C a c 
.  OYa \ f ( ‘N 
' OL ) 7 i \ a\ 
eo NOTLp/ .otrE ö Oy,7 
‘42. - ee ey : Iy, - _ - > Ja A 
| D a,b oa 4) | FE a OXa 1,0 ( Y 


Die linke Seite von (42.). gleich Null gesetzt. bestimmt die gesuchte Ab- 
hängigkeit der Grössen y, von den Variabelen r,. Der Umstand, dass hier die 
Variationen dy, fehlen, stimmt mit der bewiesenen Gleichheit der Ausdrücke 
(7.) und (11.) überein. 
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4. 
Dem Nachweise des Zusammenhanges,. welcher zwischen der linken 
Seite der Gleichung (42.) und dem in der Einleitung erwähnten auf die Form 
,\ de) bezüglichen Problem de maxrimis et minimis Stalt findet, möge eine Um- 
formung der für dieses Problem charakteristischen Verbindungen voranzenen. 
\Wenn man die nach der Grösse dr, genommene Ableitung des Ausdruckes 
19. — (de) + wflde) + &9,dy, 


mil einer Grösse dr, aus einem neuen Svsiem von unabhängigen Dilferenlialen 
mulliplieirt, und dann in Bezug auf den Buchstaben a eine Summation vor- 


nimmt, so entsteht mittelst der Bezeichnungen 


- G dx) , ' ' 
\ ı2- [(@ dz, = 43a ,dı,dz, f.de,da)., 
} . a ( j dx, a a,b -. F f & ; - 
14. | Clan 
‚OA\UÜL) .. ' .% 
18 -dı, 121) ,dz,ds, = A(dı,dzx). 
en oO; ’ a © < A 


welche dieses Journal Band 71. pag. 255, und Band 72, pag. 16 ebenfalls 
sebraucht sind. der Ausdruck 


49. Ri (da, dx) + 


Zwf\de, dsz)+ 260 dy 


Derselbe muss, damit dem Problem de mazximis et minimis genügt werde, ver- 
bunden mit den / Gleichungen 

(46.) u, = 
für jedes System von Differentialen d’x, verschwinden. Vermöge dieses 
Factums kann man unter Benutzung eines besonderen Systems von Dilleren- 
tialen d’x, die / Grössen 0,, ohne vorhergehende Auflösung der zur Be- 
siimmung der Grösse «w» dienenden Gleichung 


47.) Div) = D,w""+ D,w"!11..+D_ ,=0 


darstellen. Ein System von Differentialen Ö’xr,. welches der Combination einer 
quadratischen Form f(ö'x) mit einem Syslem von I constant zu setzenden 
Funclionen y. zugehörig ist, ergiebt sich aus der Aufgabe, dass die vollständige 
Ableitung des Ausdruckes (2f(0'x))' in Bezug auf die Grössen Ö'x, zum Ver- 
schwinden gebracht werden soll, während die zugeordneten Grössen Ö'y,, 
Yı ... Ö0'y, vorgeschriebene Werthe annehmen. Diese Aufgabe erzeugt, 
wenn 7. 7%... 7, zu bestiimmende Funclionen bedeuten. das System von 


Gleichungen 


TER an oy, , oy, | od 
48) Nat ta! en tn te tn. 


‚0 7: Fr >}; ‚7 OL, 
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Dieselbe Aufgabe ist dieses Journal Band 74 pag. 144 für / | be- 


ıandelt worden. Daselbst habe ich den Ausdruck eineeführt. dass die be- 


treffende Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung 0x, gegen die Mannigfaltigkeit 


der (n — | „een Ordnung Y; const. mit Rücksicht auf die Form <f Or normal 
sei, und bemerkt, dass die Gleichung 2f\dx, x 0) die Thatsache cha- 
rakterisire, dass die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung öx, und die Mannig- 
faltigkeit der ersien Ordnung Or, mil Rücksicht auf die Form 2f(dx' gegen 


einander normal oder orthogonal sind. 


Aus (48) folet durch Auflösune das Svsiem von Gleichuneen 


‚ N . A, ; O1 CU 
AS j () Tr R. nd [ r, u er r - 
( OKCa { B 
N Bun N Be 0a I y* TR y x oU ng “ . w a 
Dasselbe itleler! lür die Grössen « Y u dr, die Ausdrücke 
b or 
! . A, } ot oO} { 
19. N) Y ge 47 J ”. r 
a Ye O2, { 
welche nach (15.) gleich den folgenden sind 
49. oy, = (1, P)n+(2,P)r+-- I. B)ı 
Nun habe man, wie dieses Journal Bd. 71. pag. 277 
2 c log i 
15°.) [ep en, 
( 164 ) 


dann ergiebt sich durch Aullösung 


49) 7 = [a1] yıt--+[e, 1d'y,, 


(£ 


und die Grössen Ö’'x, werden durch die gegebenen Werthe d’y. folgender- 


massen ausgedrückt 


0. x; 2 —-[o,y]|— d'y. 
4,0. A‘ OX a 


Ferner folgt aus (48.) die Gleichung 


(51.) 2flde, d’x za, ‚de,02, = Z&je,y]dy.d'y,. 


Wenn bei dem Werthe »= 3 dıe Form 2f(dx) als das Quadrat des 
von dem Punkte (x,. ,, x,) ausgehenden Linearelements im Raume gedeutet 
wird. so stellen für 2=2 die Gleichungen y, = Const. und y, = Const. eine 
Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung oder eine Linie dar. und zwar ist die 
Mannigfaltigkeit der in (50.) definirten Grössen Ö’r, gegen die bezeichnete 
Linie normal. Demgemäss darf man bei beliebigen Wertken von n und I 
sagen, dass die Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung der in 50.) definirten 


7% 
«> 








2U) Lipschitz, Ausdehnung der Theorie der Minimalflächen. 


Grössen O'x, mit Rücksicht auf die Form 2f\ö'x) gegen diejenige Mannigfaltig- 
keit der (n—l)'“" Ordnung normal sei, welche durch die I Gleichungen y,=Const. 
für die n Variabelen x, bestimmt wird. 

Für diejenigen Werlhe, die aus den Ausdrücken (50.) entstehen, sobald 
alle d’y, mit Ausnahme eines einzigen durch die Null, dieses eine aber durch 


die Einheit ersetzt wird. werde ich das Zeichen anwenden 


» i ’ 

2m, LE - O4 hs y' 4 I. [ e [ Y, 
U. y’ , y m 1. Y. z 
ON, Oy, a LS Ola 


Wie leicht einzusehen. hat die Sumie 
sun Ir oY, 


wm. 


Ö'y. Or, 
den Werth Eins oder Null, je nachdem die aus der Reihe von 1 bis / ee- 


nommene Zahl y' gleich 7 oder von y verschieden ist. 


Die Substituion der so eben definirten Grössen Or, siatt der d’x, in 
den Ausdruck (45.) bewirkt nach (51}.) das Verschwinden des Ausdruckes 
f(dx, ö'x), sobald die Gleichungen (46.) in Kraft treten, und daher das Weg- 


fallen der Grösse ». So entsteht die Gleichung 


(II. — 2 (de, Or) +20 y = 9 


aus der wegen der Unabhängigkeit der / Grössen d'y, miltelst (52.) die ge- 
suchte Bestimmung der Grössen #, hervorgeht 
EN 


54. \ 4 une 2ı\ dx. BY - 
Ä | | Yu / 


Durch die Einsetzung dieser Werlthe verwandelt sich (45.) in den Ausdruck 


| 'r | 
= ’) ® 5 4 2 ’ ! ) y . : se e \ f] i 7, r i N , 
4» . le da “a d LT N u ds (da } u ja Y, N uf \ da a d a 


\ 


‘ 


Man kann leicht erkennen, dass die Forderung des Problems de maximis et 
minimis, dieser Ausdruck solle unabhängig von den Werthen dx, ver- 
schwinden, die / Gleichungen (46.) mit umfasst, sobald der singuläre Fall, 
dass » den Werth Null erhalten könne. ausgeschlossen wird. Denn wenn 
in (45) die besonderen Werthe d’r,=0'r, eingeführt werden, so ver- 
schwindet das Aggregat der beiden ersten Termini, und der übrig blei- 
bende Terminus 2wf\dx, dr) muss nach jener Forderung gleich Null sein. 


Da nun nach der Annahme &» nieht Null sein darf. so muss der Faclor 


fidx. ö'x) verschwinden. Vermöge der Darstellung in (51.) und der Unab- 
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hängiekeit der Grössen dy, müssen deshalb die Summen Io, y]|dy, gleich 


Null sein. und weil die Determinante der Verbindungen [«,y] notlhwendig von 
Null verschieden ist, so sind die Differentiale dy, nothwendig gleich Null. wie 
behauptet worden. Aus dieser Veberlegung lässt sich schliessen. dass die 
(Grösse » dem Problem de maximis el minimis gemäss bestimmt wird. wenn 
von dem nach den Systemen dx, und dx, linearen Ausdruck (45°.) die De- 
terminante der »tE" Ordnune D wow) gebildet und eleich Null geselzt wird. Weil 
aber die Grösse & auch durch die Gleichung 47.) D(w 0 determinirt isl, 
so können sich die Verbindunsen Do) und D/o) nur durch einen Factor 
unterscheiden. und es kommt darauf an. denselben zu ermitteln. 

Nach der in der Einleitung gegebenen Delinition ist die Function Do, 


die nach dem gegenwärtig üblichen Algorithmus gebildete und hierauf mit 


dem Factor j multiplieirte Determinante des Schemas 
( , cH 
! l vd,,; ” „ ” /. t vi, - 
OK COX 
. oy, Oy 
FI,ıtwa,, °°- A. tu d 
= OL ( 
55. 
r’i Oy, 
Ä 0 er 0 
OT OL 
fl 7 (’} 
| es | Br, 0 


OR 


Wenn man dieses Schema mit dem Schema 





| Gr.“ 0 Ü ne. UV 
m 44 0 Ö TER 0 
0 9 1 ) 0.0. () 
ID, dr Sitz .; . 
— - (N) . ( { 
o'y, I 
or x ’ 
Tr — Wil, | .» © ° (H I. / 
N On j 
\ WW . ’ 0 ‘ 
dessen Determinante den Werth — hat. so verbindet, dass in jeder Com- 
ih 


bination einer Horizontalreihe des einen und des anderen die eleichstellieen 


(lieder multiplieirt, und die Producte addirt werden. so resullirt vermöge der 
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ı u. Bi. ao Or, x 
angegebenen Eigenschaften der Ausdrücke u. das Schema 
i ; = d'x % or, 
kıı r WA, , *** ,,n„twa, Eh + — 34 
IL ) l J : lc OÖ Y : l« o'y, 


a i or 
-AhıraG,ı ’°* k,.„ rTw@a — 51 — 110. > — 
u yiü fi m Ö N, ( ’ h) 7 
au 
Oo OU 
| 1 0 
OH f 
(/? { L 
we . v) u... | 
( ErE 


dessen Delerminante nach bekannten Sätzen mit der in Rede stehenden Deier- 





minanle des „U Grades D(o) zusammenfällt. Die Determinanten D(w) und 
Dow) sind daher durch die Gleichung verbunden 
PR ou D(o 
8. Do — 
z 3 I; €) 


Zugleich hat man nach (47.) für Dow) die Darstellung 
n | n—1 I / 
a, a TR. 
\ ’ J: € )) 
Da die Function D(w). nach den fallenden Potenzen von & entwickelt. mil 
dem Ausdruck Aw" beginnt. so ist in der vorstehenden Relation auch die 


Gleichung (20.) enthalten. 


>. 

Die Formation eines Systems von solchen Grössen. wie sie in (0. 
definirt sind. bietet auch eine Handhabe zu einer neuen Darstellung der nach 
den drei Systemen dır,. d’x,, Öy, linearen Function A (dr, d’x). Diese Funelion 


ist dieses Journal Band 71. pag. 289 durch die Gleichungen definir! 


> 

2 (de,d«) = — - [e, yJdy.n, (de, dx), 

\ Un  Oyy .  0y, 
59.\ /n,(de, dx) Ss ——(‚(de,dı) +2 - de, d'x,. 
vo. Er ab ZA e ' 0% ab Or,OTy ; 

| (Od , Od Odys \ 
f. (da, dx IS — +2 - —- )dax,d'x,. 
| “ob N OT OT, Or, ’ . 


Ferner findet sich für die Function f, (dx, dr) dieses Journal Bd. 72. pag. 16 
die Gleichung 


99.) (Eu, ddr + filde,dx )dr, = —ÖIfide.d’x)-+dfi Je, da)4dfdx,de). 


am Zr. 





in 
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ew ) ) - . x i ’ 
Man kann nun dem Ausarucke n,(da, dx) aus (59.) die Geslalt oeben 
y Aas p ig 0 x © ı,!' 
1}. de, dx) "rn 7 f: dr, dx ” zSddx eday 
oder 
’ ST / y' y. fl, A: b ( Y f 
n,(de, dx) = (za, dd f,\de, dze))— -+ddy,.. 


Wenn man jetzt mit dem System von / Grössen dy,, die in Alde, dr) linear 
auftreten. nach dem Typus der Gleichungen (50.) ein System von Grössen 


dr, hildel 


(DU ii Or. e: = ey eo. a JY, 
s + . # Ju 
ler- 
und so folet aus dem Vorstehenden die Gleichung 
(50. 2i(de, dx) = (Fa, ddx,+f,(de, de))da,—Z[e, y]dy,dd'y,. 
a ( 7 ’ u 
Der erste Bestandtheil der rechten Seite fällt mit der linken Seite von (59. 
formell zusammen; sobald daher festgesetzt wird, dass die Charakteristiken 
d. d’ normal aneewendet werden. und dass zuletzt dx, dureh (50°) inter- 
prelirt wird. so entsteht, ohne dass eine Zweideuligkeit zu fürchten ist, die 
wait Gleichung 
die 60.) 2alde,dxr) — - If dx.d'x)- df dc, dx) - dfida,da — u 10,7 Oy.ddy,. 


Um den Ausdruck (45.) explicite darzustellen, von dem das für die Form A (de) 
gestellte Problem de mazximis et minimis abhängt, ist die Function Ada, d'.r 
zu bilden, in der die Grössen Ö’'r, die in (50.) angegebene Bedeutung haben 


Wird in (60%) das Zeichen d’ durch das Zeichen Ö’ ersetzt. so darf man für 


IV. 


nach 


u 


fidxe,ö'x) den Ausdruck in (51.) anwenden, und ebenso mit fid.r, ’r) und 


mit f(dx, de) verfahren. Auf diese Weise entsteht die Gleichung 


‘Ion 


\ 2r(de. r) — 3 N) P: d ; Idy 3 H d2 4“ f u Oy. 
(61.) | { a | in ‚ 
! 0 2|e,y dy dy. = |e )y dd Y- 
“Ar / 
welche sich folgendermassen zusammenzieh! 
(2ilda, 2) = EI Le, ylayud'y, 
16 (61°.\ &., ‘ 
| ade, vldy y PX, 0, 7 dy dy. . 


E ® 1 . Bun . - rgf\ . r u. / o'x \ n 
Hieraus ergiebt sich für den in (45°.) vorkommenden Terminus 28 4( dx. 5 )dy, 
\ ( ll. ws 





Ze 
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der Ausdruck 


2,5; EN, St2 
2 /. (de, En dy, -4 zo 0[P,3 dysd Y. 
(62. »< die, yloy.dy, 
y 08, P] 9x 
| +12 a 1 I, dy; d Y,- 
a,u " or, 


Für die Verbindung (49'.) selbst aber resultirt die ENTER OEREVER 


| 2, (de, da) — 1 S OP. ylay dy, +42&dle, y]dy,d Y. 
(45°.) | al | 
| r3 2 le | EZ Öy. dy; d' y,+2of(dr, da 
a,0.[,y OXa 02 
6. 


Das Wesen der so eben durchgeführten Transformation präg! sich am 
deutlichsten aus. sobald die Zahl /=1 ist. Die in (50%) definirten Grössen 
dx, haben dann die Gestalt 


Or, = - — 11. 7» 3 4 ) Yıs 
und sind nur von der einen Grösse Öy, abhängig. Deshalb hebt sich in (62.) 
das Aggregat 

of. 1] 25 Ah t1 Oma 5, 

ji " COYz On 
fort. es wird 

(der. en )d'y 1dfi1.11dy.d'y.. 

\ sl 

und (49°.) verwandelt sich in den Ausdruck. 
u.’ 2. (de, da) +!di1.11dy,dy, +20 flde, da 

Hier gilt ferner die Gleichung [1.1] — - Es möge nun aus den in der 


Kinleitung erwähnten Motiven die Grösse dy, durch den Ausdruck y(1.1) 
erseizt werden. so entsteht mit Hülfe von (59.) für (45°) die weitere 
Umformung 


2. 
- \ ) A h ’ oO . « Or ’ ‚ 3 
19", ig = —  (da,dz . -Fdl — Zei dr, 2wf(de, dx), 
} (1, ab ZA OT, b Y( 4 


oy 
u iu En Or, ' 
in welcher die vollständigen Differentiale der Verbindungen ——- auftreten. 


yA1,1 





| am 


Issen 


der 


1.1) 


ıtere 


'elen. 
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Bei der Voraussetzung. dass f dx, eine Form mit co»stanten Coefficienten sei. 


verschwinden nach (59.) die sämmtlichen Funetionen f, d.ır, dr Es sei 


ielzt insbesondere 


ur 
ie. 
ww 
— 
- 
a 
nd 
er 
en 
» 


so wird 
61 1.1 Pa 


und 45°.‘ weht in den Ausdruck 


/ Cy 
u Or; | 
1°. xul- = u: w&dr,dıx 
\ vs j 
| 


über. Der obive Ausdruck für die Grösse dr, zieht sich in den Ausdruck 


cy, . 


dy, zusammen. und durch die Substitution von y/1.1) für dy, in 





11,1] 


ı ’ or 


De 


den Ausdruck 


Mi. En 


Das in Betreff der Function % dr) gestellte Problem de mazximis et minimis 
verlangt, wie man gesehen hat. dass (45°.) für ein Svstiem von unabhängigen 
Differentialen d’x, verschwinde. oder. indem die Grössen Ss, in (45. ein- 
geführt werden. dass die » Gleichungen 
66. d<s,+ wdr, 0 
befriedigt seien: für die Determinante dieses Systems D’w'. die gleich Null 
werden muss, besteht nach (58°) die Relation 
a a A ae A ehe 
T. 1 1 

line besondere Aufmerksamkeit gebührt den Verbindungen S;. welche 

die Gleichung 


(68. Rn: Sy | 
erfüllen. Da dem Problem de maximis et minimis die Gleichung y, consi. 


zu Grunde liegt. so kann man voraussetzen. dass vermöge derselben die Va- 
riabele x, als Function der »—1 übrigen Variabelen x, bestimmt sei :dadurch 


ITanrn« Pat r +*] gr vr ryı ! - 
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treten an die Stelle von (65.) die Gleichungen 
| 


Feen) 


5 J 
N; 





(69°) or, 





Org 5 - 
ee 
nn OL, 
und die Grössen S,. S, dürfen ebenfalls als Functionen der »—1 Variabelen 
©, betrachtet werden. Auf diese Weise stellen sich die »—1 Gleichungen 
in (66.),. bei denen b=2, 9, ... » ist, so dar 
O8, dE, 


da, ++ — de, +wde, 0, 
OX, OL, e 


(69. 


und die Gleichung in (66.),. bei der b=1 ist, wird vermöge der aus der Be- 


dingung dy, = 0 folgenden Gleichung S, de, + 5da, + :"+S,de, =0 eine Con- 


i i 


x 


sequenz der »—1 genannten Gleichungen. Bei der gegenwärtigen Umformung 
des Problems de maximis et minimis wird ferner die Grösse w durch die For- 


derung bestimmt, dass die Determinante des (n— 1)!" Grades 


O8, O8, OS, 
nn te (1) PR A . 
O2, OL, oa 
ö& RA} ag 
70 Bad... - De 9 - ) BEE 
\d or, OXE OX 
og o&, o& 
— _— ii. El) 
OX OX. OAX 


den Werth Null erhalte. 

Die so eben für die Grösse » gebildete Gleichung steht in dem Falle, 
dass 2=3 ist, und dass de) + da; +dx, als das Quadrat des von dem Punkte 
(7. &, 03) im Raume ausgehenden Linearelements betrachtet wird, in einer 
innigen Beziehung zu den Untersuchungen, welche Gauss über die Natur der 
krummen Oberllächen angestellt hat. Die Grössen S,, 2, S; sind die Cosinus 
der Winkel, welche eine in dem Punkte (x,, x,. x,) gegen die Fläche y, = const. 
errichtete Normale mit den rechiwinkligen Axen der x,. 2, x, macht, und 
vermitteln die von Gauss eingeführte Repräsentation dieser Normale durch einen 
aufeiner Kugellläche vom Radius Eins gelegenen Punkt, dessen rechtwinklige Coor- 
dinaten S;, 52, 5; Sind (disquisitiones generales circa superficies curvas, art.1 u.f.). 


In der Determinante des zweiten Grades. die bei den erwähnten Annahmen aus 


1 Ben 2 a I 
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(70.) hervorgeht. 


,f8 
(70".) u —+\- 


Oo 


Ir 


IE» c c 
Us; ! Os Os, us Us 
o — it) 4 - . 


: or, 


ist das letzte Glied gleich dem Ausdrucke für das Product der reeiproken 
Hauptkrümmungshalbmesser. oder für das Krümmungsmass, in dem Punkte 
(7.0. %,) der Fläche y, = const.. den Gauss |. ce. art. 7 gegeben hat. Dagegen 
ist der Factor von w gleich dem Ausdrucke für das Aggregat der reciproken 
Hauptkrümmungshalbmesser in dem Punkte \x,.:,. x,) der Fläche y,  const.. 
den Gauss in der Abhandlung: prineipia generalia theoriae figurae fluidorum 
in stalu aegqnilibrü, art. 25. aufgestelll hat. Die Vereinigung dieser beiden 
Resultate bringt den Ausdruck (70°.) hervor, von dessen Studium die gegen- 
wärtige Untersuchung ausgegangen ist. 

Wenn bei dem allgemeinen für die Form Atd.r) gestellten Problem 
de maximis et minimis », und w, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung 
Diw\ 0 sind. und wenn die zu diesen Wurzeln gehörigen Werthsvsteme 


sestaltet das dem 


- 


dx, respective mit d“’x, und dr, bezeichnet werden, so 
Problem entsprechende System von Gleichungen die Folgerung. dass der Aus- 
druck fid‘’x. dx) = 0 ist. oder dass die Mannigfalligkeiten der ersten Ord- 
nung dx, und dr, mit Rücksicht auf die Form 2f(dx) gegen einander normal 


sind *). Bei der Voraussetzung (69.) muss also die Gleichung Id 'r,d’r, = 0 


gelten. Wenn man nun für die den Wurzeln w, und &, zugehörigen in (66.) 
vorkommenden Differentiale ds, die entsprechende Notation gebraucht, so gieb! 


die Anwendung der Gleichung (66.) für = w, und für » = w, und die hier- 


auf folgende Subtraction. weil ®, — wo, von Null verschieden ist, die Gleichung 


71. Sa: NE, V. 


Für »=» und bei der erwähnten geometrischen Deutung werden w, und 
die beiden Wurzeln der quadratischen Gleichung Di») =0. Die Differentiale 
dx, und dx, entsprechen den Directionen auf der Fläche y const.. bei 
denen die Normalschnitie den grössten und den kleinsten Krümmungshalbmesser 
zeigen. oder. was dasselbe ist. den Anfangselementen der beiden von dem 
Punkte (z,.&,,.:r,) ausgehenden Krämmungslinien,. und diese Directionen stehen 
vermöge der Gleichung Ed xr,d’x,— 0 auf einander senkrecht. Wenn nun 


*) Dieser Satz ist ausgesprochen in dem extrait de six memoires ete., IV., Bulletin 
des sciences malhematigues et astronomiques, redige par M.M. @. Darboux et J. Hoüel, 
tome 4, 1875. 


* 
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die auf den Krümmungslinien der Fläche fortschreitenden Normalen nach dem 
erwähnten Gaussischen Prineip durch das correspondirende Fortschreiten des 
Punktes (S}, 5. 5) auf der Kugelfläche von dem Radius Eins abgebildet werden, 


so lehrt die Gleichung (71.) für »= 3, dass die betreffenden beiden auf der 


Kucellläche hestimmien Linearelemente ebenfalls auf einander senkrecht stehen. 





Zugleich repräsentirt diese Gleichung bei einem beliebigen Werthe der Zahl » 
die Ausdehnung des in Rede stehenden Salzes auf einen Raum von » Dimen- 


sionen,. bei dem das Quadrat des Linearelements durch die Form FI dr, aus- 
a 


eedrückt wird. Diese Ausdehnung des beireffenden Satzes hat Herr Darboux 
in einer sehr anziehenden Mittheilung: sur «une nouvelle serie de systemes 
orthogonanz algebrigues, comptes rendus de l’ac. des. sc. de Paris. annce 1869, 


9. aoüt, t. 69, pag. 392 angedeutet. 


T. 


Es wird jetzt nachgewiesen werden. dass die linke Seite der Gleichung 


42.) mit dem Ausdrucke 7 zusammenfällt, welcher zu der Combination der 


[R 


quadratischen Form fidx) mit dem System der I constant zu setzenden 


' , D BR 
Functionen y, covariant ist. Der Ausdruck —- kann zufolge der Gleichune 
Ja D S S 


0 


‚55°.) dargestellt werden, indem man in der Determinante des »!*" Grades D o) 


' dureh den Coefficienten der Potenz w’. 


den Coefficienten der Potenz 
nämlich die Determinante A, dividirt. Nach dem Bildungsgesetz der Deter- 
minante D(w) entsteht der Coefficient der Potenz w" ' dadurch, dass in dem 
von @ freien Bestandtheile des Ausdruckes (45°.) die Verbindung dıx.d'x, 


überall durch die Verbindung A,, ersetzt wird. Also entsteht der Ausdruck 


D ) r 
j„ (adurch, dass in dem genannten Complex 
BER ‘) j » , . er l he { f .) mr 1 4 j | ” i y' f 2 “ +1 4 
(04 da,dı)— 3 a, z]dyzd’y,+ 4 =dje,z]oy.dy. 
PIE u. 
=.) 
% u. “ 4) ı 
VIGU ,‚/J ) TC, 
f i x [ | wo N 1 F 
: pe pr 3 OYy.Ayzdy. 
ar Om © Yu lYyzdy, 


Bi . Y * ! - y* 7 Ye. A, d . . . . 
für die Verbindung dr, d'r, überall die Verbindung —- eintritt. Diese Operation 


isi bei cen einzelnen Summanden von \72.) der Reihe nach vorzunehmen. 


Um dieselbe bei dem ersten Summanden — 2i(dx, dx) auszuführen, werde sie 


auf den Ausdruck 7, dx, dr) angewendet. Dann entsteht das Resultat 
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/ ' } n ( ( 
 \ l %' Ass Ass ( Ua I od, ( (do \ 7  y A ‘f 
f } Er _ - \ -t — 4 
(« D 0} u A “ \ ‘ | ‘ J — 
d = a or OT or OXı a,l OLzt 
A 


Dasselbe verwandelt sich. weil die Summe I —-a,, gleich Null oder Eins 


ist, je nachdem b und a verschieden oder einander oleich sind. und weil 


deshalb die Gleichung 


A, 
N a (4 
« od . 
B: P: Ad 
a OA h) O4 
besteht, in den Ausdruck 
’ A, 
Q AN 3] a /f f 
73 \ %y' R N ‘ Yy | : A,ı ‘ Un Ä ( Y; > ab un, 
hs 0 0 "u A or, 01 01,0% 
oder in den Ausdruck 
1., oY, 
- ) y' das OJ% 
3 — uk 
Ede A o4 


So wird aus dem ersten Summanden von (72.) vermöge der Gleichunsen 59. 


der Ausdruck 


Ay; oO 
r ‘ vr ' \ | x ' ki L , Os 
be nee 
\ ’ u . m. y N a,b O%Xa 


Die übrigen Summanden von (72.) anlangend ist zu erwähnen, dass die Ver- 


i ‚ Oya 2, ’ gi 
bindung dy;d’y, = 2 de, — dr, bei der anzuwendenden Substitution den 
Te ' cd Or, Or, 


) 


'P.7) hervorbringt. Der zweite Summand geh! 


Ausdruck 3 — 
ZA 07. Or 


I) 


A, Oys Oy, 


daher in den Ausdruck 





0. 130[P,71(P, 5 
über, und wird, wegen der Relation & [5,7] (7. ; Il, gleich 
5.) 423[B,710(B,5 ı Jlog\(y,&)). 
oder, explicite dargestellt, gleich 
wi Fair TUR Au, Ey 
av Or, da “ ab,w./ Or, A On | 


Der dritte Summand verwandelt sich in den Ausdruck 


— ı%» N —. 
[3 9. > un 
.. a Lt fe OXLa . ( 2 


du En 
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der vierte Summand in den Ausdruck 


a n} re &, 3 O'x 
LT. ı SS un ek 7 (B,y) ya. 


Wegen der aus (52.) folgenden Gleichung 





ge 7 
y Ö 4 ww ) u las OYR 





= 5 (57 = — / 
JY b OL, 
wird (77.) gleich dem Ausdrucke 
-, a o Ü, 3 A %h € OY 
se. > 2 = u. | r —e-d0y,. 
oa 0 A 9 


und daher vermöge der Verlauschbarkeit der Summationsbuchstaben 3 und y 
gleich dem Ausdrucke (76.). Nimmt man dies alles zusammen. so geht 72. 
in den Ausdruck über 





A Oo 
4 b 4 
| Ya or As C Jlogl(y,e 
f IN Yo 9: 1 4 Oy3 O1WZI(7 >€ )! 
" \ SE [a,P] —ı ody EB Oy, 
ıS aba ya 02 Beh Oi OL; 
] . ole. Pl A,, Oy; 
! EB % P. el — | , nd Iy u) 
a.b &,# ( 2a A OT; 2 
und dieser zieht sich in den Ausdruck 
m il., 0ı \ 
u JR; Ban E 
Ey \ 1 y' j s u © 2; 
a ie DE Bu 
VA; eo] ameA 8 


zusammen. Nach (20.) ist die Verbindung Ay, e) gleich dem Ausdrucke D,; 


ferner hat man für den partiellen Differentialquotienten von D, in Bezug auf 


. u Cy . D . A 5 ne . ® 
eine Grösse ——-.„ weil die Determinante Ä nur die Grössen x,. aber nicht die 


OXa 


50 OYa 2 . ‘1 
Grössen —— enthält. die Gleichung 
yo { 








70 ı oloegD, _ fo. 1A 8. 
ae ( O Ya \ 7. “pr AN OTy 
PA X, 
Aus diesen Gründen liefert der Ausdruck (78°.) für die Verbindung 
2 
D die gesuchte Darstellung 
ol rd 
Q OYa N 
D t 1 2e) 
S0 | — 5 — ig 
Pr, Bi Me >> ya: 
0 y D a, OT, b 


Weil dieselbe mit der linken Seite der Gleichung (42.) identisch gleich ist, 
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gilt der Satz, dass die Bedingung für das Verschwinden der ersten Variation 


des Integrals A in dem von den Variationen Oy. unabhängigen Nullwerden 


des Ausdruckes 








D, 
D- 
besteht. 
Die rechte Seite der Gleichung (79.) fällt nach der in (52.) gegebenen 
u u Ö'r, dx * 
Definition mit der Grösse 5 = 5 zusammen. Man darf daher für diese 
( Yu lu 
Grössen die Gleichung 
nd | 
. ( losD. OL, 
72 (19°) ı —— 
ud > % Ya \ OU y 
\0or,/ 
iz 5 ie TR © a i D 
aufstellen. und darf umeekehrt mit Hülfe der Grössen 2 die Verbindung 7 
| z OYx S 
Wr | j | 
foleendermassen ausdrücken 
- ÖX \ 
“n alım 9%.) 
D EAN 2 (Ir ep, 
(80°. ) Au — It dy,. 
D, vD, a.« OT; u. 
8. 
Bei dem so eben vollendeten Beweise, dass die linke Seite der Gleichuno 
D.: 9 Be EN > al 3 in anal Bin | 
(42.) mit der Verbindung D coineidirt. ist die Vorstellung festgehalten worden. 
auf Bir, 
dass die 4, Functionen der » Variabelen x, sind. Dasselbe Ziel lässt sich aber 
die 


auch erreichen, indem die «x, als Funelionen von den / Variabelen y, und den 
»--! Variabelen y, aufgelasst werden, und die rechte Seite der Gleichung 42.) 
zum Mittelpunkt der Untersuchung gemacht wird. Die rechte Seite der Glei- 
chung (42.) ist, wie oben bemerkt, gleich dem Ausdrucke (7.), dividirt durch 
die Grösse YV E. und deshalb. weil (7.) durch (12.) ersetzt werden darf. zleich 


lung dem Ausdruck 


I m E ey 
a ’ \ _ O6 E j 
| ! SI o(UE) : =.‘ 0, / N 
(81.) —e P OY 
YE «“ OY« OU 


Man kann nun die Vorstellung eintreten lassen, dass die hier erscheinenden 
Coelficienten e,, der Form y(dy) als Functionen der » Variabelen y,. y, aus- 


Zu gedrückt sind. Auf dieselbe Annahme gründet sich eine Transformation des 


ie 
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für die Form (dr) aufgestellten Problems de maximis et minimis, welche dieses 
Journal Band 71. pag. 285 ausführlich erörtert ist, und gegenwärtig benutz! 
werden wird. Wenn man durch die Gleichung 





)* ! af oe. oe, oe, \ i 
(82.) Ir dy, d Y) 4 P: Kr ee han. d )dy. d Y. 


u 3 
ON oO. Ooyt 





die Funelion gı(dy, d’y) delinirt, welche zu der Form g(dy) in derselben Be- 
z\iehung steht, wie die in (99.) definirte Function f, (dx, d’x) zu der Form fd. 
so verwandelt sich bei der bezeichneten Substitution nach Band 71, pag. 290 
dieses Journals die Form 24 (dx, d’x) in die Form 


a2 \ B 4 : y' ' un. A nie A N 
(83. ) 2u(dy, dy) = u,dydy, = 10, D\ , A) ldy. dy)ody.. 


Hier ist zufolge (14.) und (15°. ) 





' kıi i ologl(y, &)| 
Ede, I. N) u. x 
! Ü L / | co(@, P) ’ 


mithin sind beide Verbindungen in den Coeflicienten e,, gegeben. Sobald 
die Differentiale dy, und d’y, gleich Null gesetzt werden, möge die Form 
ucdy,.dy' in die Form ı(dy, dy). und die Form g(dy, dy) in die Form 
g(dy, d’y) übergehen. Dann schreibt das für die Form A (dir) gestellte Problem 


de mazimis et minimis vor, dass der Ausdruck 
84.) — Rudy, dy) 2 gidy, d’y). 


welcher nach den Grössen dy, und d’y, linear ist, für beliebige unabhängige 
Werthe der letzteren gleich Null werde, und es entspringt zwischen der in 
Bezug auf jene beiden Systeme genommenen Determinanle des Ausdruckes (84, 
und der Function Dio) die Relation * | 


(89. ) Div) = F — u... + we, .|. 


[ l 
’ { 
4 


Es leuchtet ein, dass in der Determinante der (n»— /jten Ordnung 


—1,,twe,,, die Potenz w'” den Factor je,,\=E, und die Potenz 0"! 


*) Bei dieser Gleichung bemerke ich, dass dieses Journal Band 71, pag. 277 
Diw) die in dem gegenwärtigen Text definirte Bedeutung hat, dass dagegen dieses 
Journal Band 71, pag. 203 und dieses Journal Band 74, pag. 165 die Determinante 
— Ust @e,ı mit Diw) bezeichnet ist. In dem vorhin angeführten extrait de sir 
memoires gilt die Definition des gegenwärtigen Textes. Offenbar hat die erwähnte 
D D, - 


Verschiedenheit keinen Einfluss auf den Sinn der Zeichen rt - 
»”r’» D 
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.>r 


dE, . * 2 “ . 2 
den Factor - Mad, hat. Daher ergiebt sich auf Grund der Gleichung (47.) 
0,7 


0,T 


D(wo) = D,w""+D,w"""+..+D,_ 


i 


Di En. | 
für die Verbindung -——- die Darstellung 


m DR 
VÖ 
u D. j OloxE 
(86. ) D. & >) Pr =—, 
A 0,7 CCsı 


welche vermöge (82.) und (83.) gleich der folgenden ist 


nn x D a) r - 5 . e e G : c e i c e, E ri log E 
Ei A —i Ele AI, BA) z( +) dy. 
D, t,a,ß 4 . u oY: r Y " Oyı / 0... h 


Die hier auftretende Summe &[«, 5](£, %) hat den Werth Null. wenn 


f gleich einer der Zahlen 1. 2, ... Z, aber nicht gleich « ist, und den Werth 
Eins, wenn f=« ist. Es handelt sich nun um einen andern Ausdruck dieser 
Summe für den Fall. das f=x, einer der Zahlen /+1. !+2, ... n, ist. 
Man multiplieire die bezeichnete Summe mit einer Grösse e,,, wo go gleich 
einer der Zahlen +1, +2, ... » ist; dann verschwindet die von f=1 bis 
f=n ausgedehnte Summe 

(87.) - zS| 


n 
| 
| 
L 


) q 
a,PI(E,P)e,.; 


p 


weil =, P)e;,, wegen der nothwendigen Ungleichheit von 5 und o gleich 


Null ist. Führt man dagegen in (87.) die nach dem Buchstaben E gehende 
Summalion zuerst von 1 bis / aus, und lässt dann f=z von /+1 bis » fori- 
schreiten, so wird aus (S7.) nach dem, was bemerkt worden. der Ausdruck 


.- f v uf 27 a .) 
8) e,.+r2=2]|0,P]l(%, P)e.: 
„ pP u I’. 


’ 


Die »—! Gleichungen, welche entstehen, sobald man diesen Ausdruck für die 
Werthe o=!-+1,... » gleich Null setzt, liefern aufgelöst die gesuchte Be- 
stimmung 


. . u ölogE 
(83.) S[a, Plz, = - Se, —: 


pP \ e £ ( e,. ’ 


Auf diese Weise wird aus (86°) die Gleiehune 








| D, “.  y (Zeas dr Öeo,r \ ologE du 
0-0. m ae . ns ara Mt . 5 = : u 
.% D, 01 OYy; OYo OYı J O6, « 
(86’.) | 
"= ny © log E Oe,o a e,ı oe, AR 9a log E 
2 2 — 7 N ’ u Sinne Sen 7 - ij — ——— OYa: 
\ @,#,0,0,7 06.0 oy, OYo oy. 7 oe | 


In dem Ausdrucke der rechten Seite ist der erste Summand gleich dem Aggregat 


- 
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wo) ee A, 


@,0.T OYo [0/ eo. T [#4 OYa 





? ur 2 ologE ö 
Ferner nimmt der zweite Summand, weil die Summe 3 Pi gleich Null 
0 


001,0 
oder Eins ist, je nachdem % nicht gleich z oder z gleich z ist, und weil somit 


die Gleichung 





























ö ( ölogE ) 
2 ” — CO u 
| , 0e ologE Oo 
(90.) Ss —— Biel. == — Se, ke 
o COYı O6, o 0 Oyı 
besteht, die Gestalt an 
( clog ) 
a ol ——— ir 
ologE oe ologE 1}, 
| Er ui 5 
94 \ / ,%,0 s O6, 0,7 OYo OyY, 
\« .) \ 
| nd dlogE ) 
x Ö&,1 cologE cologE y 
=—- Se, u 7 IYa- 
a@,0,T OYyo a@,0,T Ceo1 OYo 


Also bringt die Addition von (89.) und (91.) die Gleichung hervor 


I oO (+ P x — ©x.0 

l 7 * . 0,7 \ 
2 == kn — % z Oy.> 
D, Y E [#7 OYya 0 OYo 














(92.) 


deren rechte Seite mit dem Ausdrucke (81.) zusammenfällt. Auf diese Weise 


u r oe D i 
ist die in Rede stehende Eigenschaft der Verbindung z abermals erwiesen, 
dd 


Das Integral A, dessen erste Variation gleichzeitig mit der Verbin- 


D . . D . 0) ” 
dung D verschwindet. wird ein einfaches Integral, sobald die Zahl 7 der 
za. 


Funetionen y, den Werth z—1 erhält. In diesem Falle geht die in (6.) de- 
finirte Determinante E in den einen Coelfficienten 
” 0X Ory 
Eun 7 P> Ad, beta. Mate ı 


au N 
a,b OYn OYn 


über, und das Integral A in die Gestalt 
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Der Zusammenhang des für dieses Integral aufgestellten Variationsproblems 


& _)dt ıst implicite dieses 
dt 


Journal Bd. 70, pag. 88 u. ff.. explicite dieses Journal Bd. 74. pag. 123 u. f.. 


mit dem Variationsproblem für das Integral /r 


zusammenfassend in dem angeführten erfreit de six memoires, 1. und IIl.,. aus- 
einandergesetzt, und es hat sich gezeigt, dass die beiden Probleme dieselbe 
Abhängigkeit der Variabelen x, von einander determiniren. Sobald die Form 
2fidx) nach dem Vorgange von Riemann als das Mass von dem Quadrat: 
des Linearelements für die Mannigfaltigkeit der n’® Ordnung der Variabelen 
x, aufgefasst wird, so übernimmt die bezeichnete Mannigfaltigkeit der ersten 
Ordnung der Variabelen x, die Rolle einer kürzesten Linie in dem betreffenden 
Raume von n Dimensionen. Die Bedingung für das Verschwinden der ersten 
Variation des Integrals A bestimmt nach der einen Auffassung. wie die »—| 
constant zu setzenden Grössen Yı. %:, -.- Y,_, von den. » Variabelen x, ab- 
hängen, nach der anderen Auflassung, wie die » Variabelen x, von der einen 
Grösse 9, abhängen. Die aus der letzteren Auffassung hervorgehenden Glei- 
chungen bilden ein System von gewöhnlichen Differentialgleichungen, und cha- 
rakterisiren die in Rede stehende Mannigfaltigkeit der ersten Ordnung deı 
Variabelen x,. Dagegen rührt die Definition der Function Ad) von de: 
‘N 


u ra nf d 
Aufgabe her, dass die erste Variation des Integrales /r “u dt unter Hinzu- 
- a 


ziehung der / Gleichungen »,= const. zu Null gemacht werden soll. wie 
dieses Journal Bd. 71, pag. 275 u. ff. entwickelt worden ist. Sobald die Zahl 
! den Werth »—1 annimmt, so werden vermöge der »—1 Gleichungen 
dy„=0 die » Diflerentiale dx, von einem einzigen Differential abhängig. und 
das für die Function A(dx) gestellte Problem de mazimis et minimis verein- 
facht sich demgemäss. Alsdann geht die Function D/w) in den Ausdruck des 
ersten Grades D,»+D, über, und durch die Forderung, dass unabhängig von den 


r . . D. . “ . “ “> “ y 7 
»—1 Variationen dy, der Ausdruck = O sei, wird die Grösse » gleich Null, 


v 


),(da 
f(dx 
die Function A(dx) gleich Null. Unter diesen Verhältnissen verschwinden die 
Ausdrücke 4,, die sich auf der rechten Seite der Differentialgleichungen 7. 


“ 


und daher auch, vermöge der in der Einleitung erwähnten Gleichung « 


dieses Journal Bd. 71. pag. 276 befinden. und dieses System von Dillerential- 


. ) Li „/ da 
gleichungen, welches bewirkt, dass die erste Variation des Integral: fi — )dt 


mit Hinzuziehung der n—1 Gleichungen y, = const. verschwinden muss. geht 


5” 
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in dasjenige System über, welches die erste Variation des genannten Integrals 


an sich zu Null macht, Aus dieser Ueberlegung konnte mit Sicherheit ge- 


\ , . \ ) 
schlossen werden, dass bei der Voraussetzung /=n-1 die Gleichung Si - 


die Bedingungen für das Verschwinden der ersten Variation des Integrals A 
enthalte, und darin lag ein neuer Antrieb zu der Aufsuchung des bezüglichen 
alleemeinen Resultats. 


Zweite Abtheilung. 


R; 
Die Voraussetzung in Betreff der quadratischen Form f(dx), dass 
(1.) f(da) = 41284; 


1 
sei, ist vorhin bei der Erörterung eines Transformationsresultats auf den Fall, 
dass nur eine Function y, vorhanden ist, angewendet worden. Diese Annahme 
soll jetzt bei einem beliebigen Werthe der Zahl / für die hauptsächlichsten 
Verbindungen zur Geltung kommen, deren Zusammenhang mit dem Variations- 
problem des Integrals A in der bisherigen Untersuchung hervorgetreten ist. 
Die Formeln der ersten Abtheilung werde ich durch Anhängung des Zeichens 1. 
auszeichnen und zuerst diejenigen Verbindungen betrachten, in denen die 
Grössen y, als Functionen der Grössen x, aufgefasst werden. Da der Coefficient 
@,, in Folge von (1.) gleich Null oder gleich der Einheit wird, je nachdem 
a und b von einander verschieden oder einander gleich sind, so erhält der 
Coefficient e,, der Form a(dy), in welche de, durch die Substitution der 


Variabelen y, übergeht, nach (4.), I. den Ausdruck 


0%, 0% 





2.) Er; — B ; 7 
j a Oy Oyı 


Vermöge der oben erwähnten von Gauss herrührenden Definition wird dann 


die Form von n—! Differentialen 





g\ dy Bu Ss ©, T dy, dy, 
0,T 


durch die Form 43 dx; dargestellt. Aus den Coefficienten e,, ist die Deter- 
a 


minante 
8) E= je, 


Ö,f| 


und mit Hülfe von dieser das zu varlirende (»—/)fache Integral 


Be /} Eady,, ‚dyızz...dy, 
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zu bilden. Weil die Coelflicienten e,, gegenwärtig die Variabelen x, selbst 


. m. . . u . . OX, 
nicht enthalten, und reine Functionen der partiellen Differentialquotienten — 
Oyı 


sind. so hat auch die Grösse E die gleiche Beschaffenheit. Die zu der Com- 
bination der Form 42’dx, mit den / constant zu setzenden Functionen y, 
a 


Rd D ' Eu 
covariante Verbindung -; welche mit der ersten Variation des Integrals A 


gleichzeitig verschwindet, und die dem durch Y E dividirten Ausdrucke (7.), I. 
oder der rechten Seite von (42.), ]. gleich ist, nimmt somit die Gestalt an 





oYE 
CO — 
{0% \ 
Oo\ 

u 
= ee dd A 
().) Zn — Ir 

D, | E a, (1 


4 


. “ * [2 » * [2 oO} 
Die hier vorkommenden partiellen Dillerentialquotienten — haben nach 
K 


( O%\ 
C hai ) 
\dY / 
(8.),. I. die Werthe 
(6.) BR: EL OR; 
(=) VE ı 0er OYı 
OYo 


Die Einwirkung der Gleichung (1.) auf diejenigen Formeln, in denen 
die y, als Functionen der x, erscheinen, macht sich insofern kenntlich, als die 
Determinante A gleich Eins wird, und die adjungirten Elemente A,, gleich 
Null oder Eins werden, je nachdem die Zeiger a und b differiren oder nicht. 
Demnach folgen aus (14.), I. und (15.), I. die Gleichungen 

E:ı 


= er 
ER 


die Function D, wird nach (20.), I. so bestimmt 





(8.) D, = 8)» 
und nach (15“.), I. gelten die Gleichungen 
olog |(y, &)| 
HH)  —r ii = I, Pl]. 
(a, P) | | 


Die Definition der Function D, als die in der gegenwärtig üblichen Weise 
gebildete, mit (—1)‘ multiplieirte Determinante des Systems (18.), I. erzeugt 
die Darstellung 


uf oy, C 7 oY 2 
10) D, = Sz+-% =... U), 


OL, O8 OL; 
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wo bei der Ausführung der Summation für a, a» ... a, alle Combinationen 
von / differenten Zahlen aus den Zahlen 1, 2, ... » zu setzen sind. Ein be- 
kannter Satz lehrt die Uebereinstimmung der Gleichungen (8.) und (10.). Der 
angegebene Werth der Function D, ist bei der zweiten Darstellung des 
Integrales A 

Ber DA 


ar oy, a 
E+- 2 n..°B 
ox, 02, 0% 


' ga D ) Bu ’ 
einzuselzen. Die Verbindung D wird durch die linke Seite von (42.), 1. 


oder durch die Gleichung (80.), 1. 





; O VD, 
0 
P { O Ya N 
N 
r D l ö (3 Or, / 
\ 12. ) u -- n mn - Be; da 2 Ze — eo. —dy, 
D, YD «« OT, 


ausgedrückt. Für die partiellen Differentialquotienten der Function D, nach 


rn 


4 m OYa . / R \ . . . 4 . 
den Grössen Er besteht in Folge von (79.), I. gegenwärtig die Gleichung 


2, 


113.) 


ologD i \ Oy3 
1 — Z[e, P]- YB, 
(We) a; or, 
or, 


, PR | N i ö dr, 
Nach (79".), I. sind zugleich die Ausdrücke 5, 50 bestimmt 


& 





aa) Mr, 218D _ zo, 98. 
Oya a(2Ve Kl: 
\0 La 


\ . r 2) D. [3 . 
Durch Anwendungs von (13.) kann die Verbindung — folsendermassen expli- 
je) \ = D = 
0 


cite dargestellt werden 


” 1 of) 9 
m, 1a, #4 =), 
2 D 1 Y ] D, oO La 
MB) Fi | 
D, yD,: O%, 








2. 


Wenn die Zahl »—/! gleich der Einheit ist, so führt die Gleichung 


D ) r , a 
n —0, oder die Bedingung für das Verschwinden der ersten Variation des 
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alsdann einfachen Integrals A nach einer gegen das Ende der ersten Abthei- 
lung gemachten Bemerkung zu einem System von gewöhnlichen Differential- 
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gleichungen, welches die Abhängigkeit der Variabelen x, von einander be- 


stimmt. Sobald ausserdem die Voraussetzung (1.) des vorigen Artikels in 
Kraft tritt, so wird die Form von einem Differential 





OXx 


y(dy) = e,,.dy, = 32 





) dy, 


OYn 


durch die Form 42 


a 


(16.) A=fy2 ( (ee) dy, = -Yzar;, 


und die Verbindung pn Nimmt nach (5.) die Gestalt an 


v 


dx, dargestellt, ferner erscheint das zu varürende einfache 


Integral so 























2 1 Or, 
© =— 
5 ,0\ Oyn 
D | . '\o ) 
1?) Z = -—2 ( ——( 
v = N. OYn 
et \Oyn 
i BR . D 
Die Integration des Systems von gewöhnlichen Differentialgleichungen D, = 0 
lässt sich jetzt unmittelbar ausführen, und ir wenn für einen Werth y, = y,(0) 
die zugeordneten Werthe z,=x,(0) und — = (986 *) gegeben sind, durch 
C " © Yn 
die Ausdrücke 
18.) ©, = 2,(0)4 + aA 0). 


Sobald nach der oben erwähnten von Riemann herrührenden Redeweise I dr, 


a 


das Mass für das Quadrat des Linearelements der Mannigfaltigkeit der n‘“ 
Ordnung von den Variabelen x, ausdrückt, so ist der betreffende Raum von 
n Dimensionen als ein ebener Raum zu betrachten und die Gleichungen (18. 
determiniren die kürzeste Linie in diesem Raume, oder die gerade Linie. 

Dem so eben erörterten Falle folgt als nächster der Fall, dass die 
Zahl »—! den Werth Zwei hat. Alsdann wird unter der Annahme (1.) die 
Form von zwei Differentialen 


(19) g(dy) = 3 (&-1.-1dyn-ı + 2e,—indyn-ıdyn + en dyn) 
durch die Form 423 dx, dargestellt. Zugleich bestehen nach (2.) und (3.) 
a 
die Gleichungen 
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Das System von partiellen Differentialgleichungen, welches in der Gleichung 


D. 
D, 


des doppelten Integrals 


0 enthalten ist, und von dem das Verschwinden der ersten Variation 


A=/ı Edy,_.dy, 
| - / u dy, 


abhängt, wird nunmehr vollständig integrirt werden. Die Auflösung dieser 


W. 


kA 


Aufgabe steht in dem innigsien Bezuge zu dem Factum, dass die quadratische 
Form g dy) als eine binäre Form in zwei Factoren des ersten Grades zer- 
legbar ist. 

Die Verbindung Di wird vermöge der Gleichung (5.) so dargestellt 
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ni Si:cche 2 D Bin al 
Weil nun die Gleichung >= 0 unabhängig von den Werthen der Variationen 
dr, erfüllt werden muss, so ist das aufzulösende System von n partiellen 


Differentialgleichungen das folgende 
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Die Behandlung desselben kann auf die Bemerkung gegründet werden, dass 
jede dieser » Gleichungen die Gestalt einer Bedingung der Integrabilität hat. 
und somit die Existenz einer Function x, von den wnabhängigen Variabelen 


und y, verbürgt, deren exactes Differential durch die Gleichung 
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1 








/6)% E ol E f C ] E 
Ve 4 _ — dy,„ + ———  dy, 
FUN ° An 
HH — ol- ) 
\oy, \om—i 


gegeben ist. Dieser Gleichung steht der Ausdruck des exacten Differentials 


si Or . 02 
24, de, = —- dy,_ı-+ Ze > 
/ u « Ei ( Y Y, 


gegenüber. Es werde nun die Gleichung (23.) mit der imaginären Einheit 





i = y-—1 multiplieirt. und zu der Gleichung (24.) addirt. dann ergiebt sich 
die Gleichung 
Er | O2 _, olE Ö2s ,. oOVE 
(25.) dz,-+id, = — —i —— \dy,_. + Hi — \dy,, 
e Yn- ' 2 O7, \ « oy 14 O2, \ « 
(=) nl) 
Oy„/ NOYyn—ı? , 


welche (23.) und (24.) in sich schliesst, und vermöge (23.) auch das zu 
integrirende System der partliellen Diflferentialgleichungen (22.) zur nothwen- 
. x . . .p . . x . ii ; 

digen Folge hat. Die partiellen Differentialquotienien der Function YV E haben 
segenwärlig vermöge (6.) die Ausdrücke 





öVE 1/1, 0m dx, \ 
Ya ru. - n . we nn=l nA 
e f OT Yu r OYUn— oO! n 
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(67) 
oVE 1 ( Ör, x, \ 
—— = —— (| —Ee, 1. ——t e, un "7 E . 
Oy, 


und daher werden die Factoren von dy,_, und dy, auf der rechten Seite von 
(25.) gleich den folgenden Ausdrücken 








| Or, . oOVE YErtie_,. 9% ie. in 0% 
——_ ds nn -_ — an nn 
OY„—1 =) ıE OYn—1 ] N co) 
J — 4 
/ \ \oy, 
(26.) \ — — 
OLa 4:4 ol E 1e, . OL 3 } E —?ıe OZLı 
ON, Fr f Or, ) ’ | E oy, Be. i | E ( Yn 
5 ar rn “ . 
\2y.- 


Dadurch nimmt die Gleichung (25.) diese Gestalt an 
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es en 


® . . . D .. OL OT [7 
Die Ausdrücke, mit welchen hier die Grössen Sy “- und Em multi- 
OYy„—1 O n 


plieirt erscheinen, treten auf, sobald die binäre quadratische Form 





29 ‚dy) > Gi Iın—I dy, 1 + 2e n—I,n dy.-. dy, y r nn dy, 


in zwei Factoren des ersten Grades zerlegt wird. Gauss hat diese Zerlegung 
angewendet bei der allgemeinen Auflösung der Aufgabe: die Theile einer ge- 
gebenen Fläche auf einer andern gegebenen Fläche so abzubilden, dass die Ab- 
bildung dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen ähnlich wird. (Astronomische 
Abhandlungen, herausgegeben von Schumacher, drittes Heft, Altona 1825. 
Werke, Bd. IV.) Wenn man die Zahl » = 3 nimmt, die Variabelen x, ©. r; 
mit den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, die Variabelen y,_,, y, mit den 
Variabelen f, « zusammenfallen lässt, so gehen die obigen Bezeichnungen in 


die von Gauss gewählten Bezeichnungen dergestalt über, dass 


> 


nn en an en 








or| 085 Or; Or Or O7; 
r "vh ES PERTTETET TR Tu Ber u 
OYn-ı  OYn-ı  OYn-ı  OYn Oyn’ Om 
ın 
’ 4 ’ 
a, b, & a, b, E 
ferner 
Et 19 en. n y e N 
ın 


e+b+ec, ad+bb+cc, a’+b"+c”, 
und die Form 2g(dy) in w, das Quadrat des Linearelements der ersten Fläche, 
verwandelt wird. Die von Gauss angegebenen Factoren des ersten Grades 


der quadratischen Form 24 (dy) sind in den obigen Bezeichnungen der Ausdruck 
(28.) En1,n-1 dy.-ı + ent VE ) dy.; 


und der mit demselben conjugirte Ausdruck, bei welchem mit —i vertauscht 
ist. Lässt man den Coelficienten e,, die Rolle übernehmen, welche hier der 
Coefficient e,_,„-ı spielt, so erhält man eine andere Darstellung der beiden 
Factoren, nämlich den Ausdruck 





ä : ; — e, nt E ’ ala. 
(29. \e„- u] / E ‚dy, ıte,.dy, . — en Est. ‚dy„_ı ern tV E )dy,)» 


En—1in—ı 





und den mit diesem conjugirten Ausdruck. Jetzt lehrt aber die Gleichung (29.), 
dass auf der rechten Seite der Relation (27.) derselbe Factor des ersten 


(irades zwei Mal vorkommt, und daher kann diese Relation in die folgende 
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"le 


rn 





lti- 


ıng 
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Gestalt gebracht werden 
dz,+id, 


/%# \ 
(30.) > Add en 00; A Alena. 


if un -tlE 9% ,„OnuN (e 


/ \ 
‚dy, Tr C, In | :] E dy,). 


Du 


VE \ En—1n—1 OYyn-ı | OYn / 


Der Ausdruck (28.) lässt sich nach einer von Gauss gemachten Bemerkung 
durch Multiplication mit einem angemessenen integrirenden Faclor in ein voll- 
ständiges Differential 

(31.) dp-+idg 
verwandeln. Dann folgt aus der Relation (30.), dass die » vollständigen 
Differentiale dx,+idx,. durch das vollständige Differential dp-+idgy dieidirt, 
ein von den Differentialen unabhängiges Resultat geben, oder, nach dem gegen- 
wärlig geltenden Sprachgebrauche,. dass die Grössen x,-+ix, Functionen von 
derselben complexen Grösse p+ig sind. Man erhebe nun die beiden Seiten 
der Relation (30.) auf das Quadrat, und summire nach dem Buchstaben a von 


1 bis », so entsteht vermöge der Gleichungen (19) die Relation 














/ “ 1 Be, 
ERTL] Bu 7 &laııdy..i- en VE )dy,) e 
(39 \ ‚ 
(32.) \ : e —— 
— Baia +1] E 2 6 — Gun +il E \ 
& = &, 1-1 er +2e —1,n PR ) re 
En—1n—1 En—1,n—1 
— 6,1, +iVE =; ’ 
Der Ausdruck —, für Y gesetzt, ist eine von den beiden com- 


En—1n—1 dy, 


plexen conjugirten Wurzeln der quadratischen Gleichung 
PER dya—ı\ dy»—ı\ dy„_ı\ 
(33.) % (= — )=e (a "—)+2%e — +e Ö. 
\ P J j J n—l,n—1 dy, J i —] dy, J ı 


Deshalb erhält der Ausdruck & den Werth Null. und die Gleichung 32. 
spricht aus, dass die n Functionen x,-+ix, von der complexen Grösse p--iq 
nothwendig die Bedingung 

34.) ZS(de,-+idr,)' 0 


a 
zu erfüllen haben. 

Die aus dem System von parliellen Differentialgleichungen (22. ent- 
wickelten zothwendigen Eigenschaften der Funclionen x, sind auch hinreichend. 
um ein System von Funclionen x, als ein System von Integralen des Systems 
(22.) zu charakterisiren. Um dies zu beweisen, werde ich zeigen. dass, wenn 
man durch y(p-+ig), pı(p-+ig), --. Y.(p+ig) ein System von Functionen 

6* 
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einer complexen Variabele p-Hig bezeichnet, die der einen Bedingung genügen 
(39.) (dy,/p+ig)) +ldp(p+tig)) + +(ldy,(p+tig) = 0, 
und wenn man unter Trennung des Reellen vom Imaginären die Gleichungen 
bildet, 
(3) m+iz = lp+ig), 

die reellen Grössen x, das System von Differentialgleichungen \befriedigen, 
welches aus (22.) hervorgeht, sobald p für y,_, und q für y, substiluirt wird. 
dyr(p--itg) 


Es möge auch in dem Ausdrucke - der reelle und imaginäre 


p rg, 
Theil gesondert werden, so dass man hat 
eh dıp(p--ig) 
(37.) a. _ A,-+iC, 
d(p--igq) 
dann folgt aus (36.) die Gleichung 
38) dav+idz, = (A,+iC,)(dp-+idg), 


welche die Gleichungen 
| da, = A,dp— C,dg 


39.) 
‚ (dz, = C,dp+ A,dq 


einschliesst. Gleichzeitig zerfällt die Bedingung (35.) in die beiden Gleichungen 
(40.) zA—-2 u u u ACG=0. 
- 


Die quadratische Form der beiden Differentiale dp und dq, welche die 
Stelle von 2g(dy) übernimmt, heisse 
41.) edp’+2fdpdg+gdg'. 
Dann bekommen die Coefficienten e, f, g nach (19".) und (39.) die Ausdrücke 
(42.) e = Ar, [= Ad, 4 _— = G&. 


In Folge von (40.) wird nun e= g und f=0, und die betreffende Form erhält 
die Gestalt 


Ir 


43.)  edp+2fdpdg-+ydg = A Ip’ +dg'). 


\ 


ihre Determinante eg— ff = & den Ausdruck 
4.) €= (ZA. 


Q) 
Gi 


a Ron y oye 
Für die partiellen Differentialquotienten —-——— und ar sehen ferner aus 
. u; - f 


Q 
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Lipschitz, 


(6°.), (39.), (42.) die Ausdrücke hervor 


O ve Ir 5: f 
rr - 22 
a Op 
(45.) | 
| oyK& OL v 
. e —(\. 


[a2 4) O4 
( dq / 


Nach diesen Vorbereitungen kann man der Gleichung (38.) die folgende Ge- 
stalt geben 


/ 3% . 0X . 2 46 5 or R ( y\y 
(46. ) da, tdz; — eg dp 1 - > WB de 1 _ dq. 
e , ( 'p : ( OT: ( q ’ f OIEN\ 
Ol ol] 
\ oq ) \ ( p / 


welche mit der Gestalt der Gleichung 25.) vollkommen übereinstimmt. Wie 
die Gleichung (25.) zufolge einer obigen Bemerkung die Gleichung (23.) ent- 
hält, und auf Grund von dieser das System von Differentialgleichungen (22. 
nach sich zieht, so ergiebt sich aus der op (46.) die Gleichung 


AT) da) = nd dp+ 
(7) Kae 


und durch Anwendung der Bedingung der Integrabilität folgt das zu erweisende 








Factum, dass die in Rede stehenden Functionen x, das mit (22.) überein- 
stimmende System von parliellen Differentialgleichungen 











en RB HE 
(2 o 2) oO af © zN\ 
. op og / 
(48.) „ 4 — ee 0 
cp og 


erfüllen. Die Vergleichung von (23.) und (47.) macht ausserdem einleuchtend. 
dass die Function z, von der betreffenden Function x; nur um eine additive 
Constante verschieden sein kann, Demnach ist die vollständige Integration 
des Systems von partiellen Differentialgleichungen (22.) ausgeführt. 


Bonn, den 19. Juli 1873. 
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Eın Beitrag zur analytischen Zahlentheorie. 


(Von Herrn Mertens in Krakau.) 





In Legendres Theorie des nombres (Troisieme edition, quatrieme partie 
$. VIII.) findet man die zwei merkwürdigen Formeln 
1 f Y ‘ 
zT — /(1G—0.08366) +0, 
1 ) A 

er 16 —0,08366 ? 
wo das Summen- und Produelzeichen alle bis zu der gegebenen Grenze @ 
vorkommenden Primzahlen q umfassen, / das Zeichen des natürlichen Loga- 
rithmus ist und ©, A gewisse unbekannte numerische Constanten bezeichnen. 
Entfernt man die Zahl 0,08366. die ohnehin als auf empirischem Wege be- 
stimmt von zweifelhaftem Werthe ist, so besagen die angeführten Gleichungen, 
dass für grosse Werthe von @ näherungsweise 





gi ie 
1 
T—— = (16 
EEE 
1 


gesetzt werden darf. 

In dieser Gestalt findet man die Legendreschen Formeln in einer Ab- 
handlung von Herrn Tschebischeff *) wieder, in welcher auch ein Beweis der- 
selben gegeben worden ist. Da indessen dieser Beweis nicht alle Zweifel 
beseitigt, so werde ich in den folgenden Zeilen versuchen, einen strengen 
Beweis der Legendreschen Formeln mitzutheilen und zugleich die bis jetzt, so 


v 


viel ich weiss, unbekannten Constanten CE, € zu bestimmen. 

Ferner sollen noch die Werthe der Summen aller reciproken bis zu 
der gegebenen Grenze @ vorkommenden und bezüglich in einer der drei 
Formen Am+1, 4m+3, a-+mk enthaltenen Primzahlen ermittelt werden. wo 


a und % gegebene Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor vorstellen. 


*) Sur la totalit& des nombres premiers inferieurs & une limite donnee, in Liouvilles 
Journal T. XVII. 1° serie. 





ul 
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1. 

Herr Tschebischeff hat in einer merkwürdigen Abhandlung *) für die 
Summe #x der natürlichen Logarithmen aller Primzahlen, welche — x sind, 
vermittelst der Gleichung 

3- 
11.2.3...[2)) = dz +0yz +60yz + ---, 
| 

T 1 /x 
a ae Ari 
eo ı 2 2 
ie (1 
r Hi zT 
| rot Zr ’ 
) u) 1) 


eine obere Grenze gefunden ([x] soll hier wie überall im Folgenden die in 


x enthaltene grösste ganze Zahl vorstellen). Da ich diese obere Grenze für 


ww 


G das Folgende nicht mit der Genauigkeit brauche, mit welcher sie Herr 
en Ischebischeff gegeben hat, so werde ich mir erlauben, die Gleichung 1.) zu 
n. benutzen, um zu beweisen, dass immer 42 <Z 2x ist. 
h_ Setzt man nämlich 
onen Dan 
N, 0x +dyx +dyc+ = AT, 
so ergiebt sich 
r4 ‘ f T . 6 L ” > nr L | A T “ zT 
1.2.3. [2])— au 2.|[5]) = X2-4531X377X7 
und wegen 
. n L A T 2 Zu I 
37 =%7: 5, =ÄAhG° 


Os 


2) 22-75 <123[2)-2(12[Z]) 


ze 
N 
\ "Fr 
- 


o|s “| 








- Da nun nach der Sfirlingschen Formel 
a | Be a ni. | > 
1.2.3. [2]) <alae+3le a4 ly2ad4 
el " 2 
m 21(1-2.3- [2 ])> ae-aR-Ie-2+ 21y2a+R2- 
so 
ist, so folgt aus (2.), dass immer 
e u 2 
7, - un ir Rn ei y we al 
R 12—X5 12 +3! —Iy2a—l2- wu. - 
ei 
3x — 2 | 
Pu \y —n \ TE u © D e\ 0 N. A | 
0 u ‚1 I2)x er Iy2a +12 Be 
<T 


*) Memoire sur les nombres premiers, Liouvilles Journal T. XVIl. 1° serie. 
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ist, wofern 2 — 4. Ist 2<Z4, so verifieirt man leicht direct diese letzte 


Ungleichung, und es ist mithin allgemein 





A TI . 
7 du 4 3 Zn Be 


x T HN 


Wird hierin der Reihe nach x, 5 7° gs u.s. w. slalt 2 geselal, 





. . er T 3 . . ’ ... 
bis man zu einem Gliede 5.” gelangt, weiches <2 ist, so giebt die Addition 


ap T ı » 
der Ungleichungen 


also um so mehr 


2 
Die Primzahl q geht in dem Producte 1.2.3...» genau 


]+[=]+[-]- 
ee uni 
mal auf; man hat daher 


5 .2.3..0)= >|" ie +24 Jia Ai lg-t. 


wo die Summen alle Primzahlen bis zur Grenze » umfassen. Aus dieser 
Gleichung folgt, wenn 

| n n 

— nn Ph 

4 en 


und für 2(1.2.3...n) der aus der Stiröngschen Formel sich ergebende Werth 








— 2 
nin—n + !in-+ 12 + —— 
n In Hain lyY2rı In 
gesetzt wird, 
ei Iy2rı BE . e Ei 4A =] n ] een 
(4.) In —1+ In ji n Ian a j ah Pu iq ! D 
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letzte 
bedeutet, wie überall im Folgenden, eine Zahl, von der man nur zu wissen 
braucht, dass ihr absoluter Werth die Einheit nicht übersteigt. 
ö s ie 5 ; ’ 
Die Differenz In— 8-7 ist also der Gleichung (4.) zufolge (wofern 
q - ' 
eizi, »— 5) zwischen den Grenzen 
ition 14.29 > x. 
T q 
und 
1 
— — Ic 
n 1 
enthalten; da nun einerseits nach (3.) 


Zlqa <-2n 
und andererseits 





Iq Iq » iq » Iq 
u ER A si, 
— I 3 - gm l 
q 1 ey 2 q 
_ zA1rıı$ ll]. 
nn u 2 Du 3 | 
> q ) q 
x In 
1 n' 9 = 
BE 4 n’ Ins 
BET 
“ui 


ist, so schliesst man, wie gross auch » sei, ohne Rücksicht auf das Zeichen 


un Llı Rp 
(9.) 23-0<3. 
q 
3. 


Bezeichnet man allgemein eine Grösse, welche mit der positiven Zahl 
o zugleich unendlich klein wird, mit (0). so ist bekanntlich nach Euler und 
Ser Dirichlet 








rih o 








nt = 
= 2 q ' 3 > q’ i 
- selzt, 
5) 
e 1 L 1 % 1 / { \ 
v R- 1 Be ie 2 1 re En: i 
u g't O0 ui 2 u y q m) 3 ” g>i 3 ne I\ 0 J \ 0 
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oder 
= 1 1 
6.) 3—-; = ()—H+(e). 
2 4 ". 0 
Es sei nun fx die Summe derjenigen Glieder der Reihe 
I2 13 !5 IT 111 113 
Lö DE 7.25 SE 2.02 cz 
deren Nenner —- r sind, @ eine gegebene ganzzahlige Grenze, und es werde 


allgemein, wenn A(») als Funclion des Stellenzeigers re ist, unter 


EUY) die Summe derjenigen Ausdrücke A verstanden, welche den in dem 


Intervall von « bis 5b mit Einschluss beider Grenzen vorkommenden Primzahlen 
entsprechen. 





Da die Differenz ea nm —1) den Werth 0 oder — hat, je nachdem 


rn zusammengeselzt oder Primzahl ist, so hat man 




















si _se-0» 

ara rar nt In 
a, fa 8 (41 u | 
= TOErHenE Tal et Rear 

Ersetzt man fr durch /a-+-D, und beachtet, dass 
(4A 1 - | SE. 1 
bneln at DeIaH DI me are 4 NICH +1) 
RE: OR. TO 2 











nn (n+1) 7 (n-HI)telln- Eu Rn(n+1)'telln-+1) 

















ist, so ergiebt sich 
u 43 x 41 de 
(T.) = q' Ho R:: = n'+ eln "r R, 
wo 
ER, Y nn 
R m - - ie N ‚fi FA < - g 
(G +1 Ka +1) (ad trlKc+ 1) 0, nn -Dtelln +1) 
x 4 1 
= Du \me neln (n-+I)elln-+1) 


Für R ist es leicht eine obere Grenze anzugeben, wenn man sich erinnert, 
dass nach (9.) der Zahlenwerth von D, nie die Zahl 2 übersteigen kann. Es 
ist nämlich bis o= 0 hin 





rde 
ter 


em 


len 


>m 
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Re % 1 
dia u Auer: 
LG -+1)—fG a D, NT GH 
(GEHE -+H) (Hl) HellcHT) — (+1) ll@ +1) "(EHI 
2 1 
KGc+1) "KG ’ 
En er ni 
ann +)" Fe lln 1) tan n-+1)l(n--1)) 
h l 
- 2(C-HI)IC +1) 
"U DE HEERES: DGROENE SEES ForHii DEE 
er "Nmeln (n +1)el(n-H1) ) oHıtlla Im-H1)) 
2 
IG-H1) 
und somit 
a h 4 | l 
8.) R< - 


< ICH) + Gran 





J 
Nach dem binomischen Lehrsatze ist ferner 
1 1 | 1 ‚, d-+o) 1 ‚, dA+o)(2-+o 1 
on o(n-Hi)e ” (n-+i)!te 7 2 (n-Hi1)te 2.3 n--1 
und, wenn von 2=@G bis an —= x summirt wird. 
» 1 G0 
Q\ . pm’ 
9 Ss > = — NW, 
’ io = 1 (1--o)(2--0) = 1 
‘10.\ ee 3 
\ J 2 21 n-te 1 2.3 } ın’ m) 


Durch Integration der Gleichung (9.) von o=o bis e=1 ergiebt sich 








% 1 £2 1 ai Ge? 
Pan te do—/ NR do 
= n'te ln = n In : ’ J x 


0 
E N e 
TI. TI. “TI. Y 
d.x (4 oe G Bi 
— / a] rar a de — dx - / R do 
u ee — 1 ’ e —1 L [3 Mn « n 
olfr o/fı 


0 


oder endlich 


m 2,7 
G+ı N In 


= 41 1 \ m r. l.r r MR 
1) 2o- = UÜ_)-u0-€-[ or 5 I Rde- 0), 
‘rn te ln 0 J - \ ' 


2, 


* 
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wo € die Eulersche Constante 
0.5772156649... 


ist nun aber nach 10.) 


“4 


ın 


vorstellt. E 








” » 
y’ - we | x | 
/ ab, En rate 
= 0 + a’ 
a7 43 ) %. 1 N‘ 
B2:7 ° OR URER a. BLOG © zu MEER A, PO 
ıın In n' In Gin’ In n’In / 
- = 
rin ° 
ferner 
RB G®de _ 1 
A x > Gla 
l 
und 
» 4 Ei 9; } l ) 
ini TEN (n—I)In—1) nIn 
Re 


GIG 

Die Gleichung (11.) kann hiernach auch in der Gestalt 
& | 1 
y 


a a Ya 
= (Z)-UG-€ - ZIG (0) 





, ntem 
seschrieben werden und giebt mit (7.) und (8.) verbunden 


12.) Ir = MZ)-UG-E+04 (0), 
Bi 
+1) " @lG) 

Subtrahirt man (12.) von (6.) und denkt sich hierauf g unendlich klein, 
so erhält man die erste Legendresche Formel 





wo J nie die Grenzen +) 175 übersteigen kann. 
u 





13.) 3 = UG+E-H+0, 
I< 4 2 


KG +1) rg 


Die zweite Formel Legendres ergiebt sich, wenn man erwägt, dass 


eo 04 64 a re 
IM —- = EHE +2 
2 WREA :gq 2 q 2 q 
q 
4 x l x | 


= 





Bo “ ” 
2 q er q ‘+1 q 








> 
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und dass 


T. J. 
va 
RE " 2G 


ist. Mit Hülfe von (13.) wird dann 








(y | Fr { 
(14) I0——.. > 461 E+0' 
7. u 
4 
/ - . | €& N) y 
(15. II Yuan e !G 
2 il, 
G 
’ 1 2 
<< eeet+ au tu 
Ka+D) ' GE ' 236 
4. 
Die Constante H lässt sich, wie folgt, berechnen. Wird allgemein 
Me U DE. 2 
k q’ ” n 
geselzt. so Ist 
H _— + 0, 2, +, I I- 7 Us 
(16.) +18; = LT; +7 
} IS, —) TI; + Is + u: 
Um aus diesen unendlich vielen Gleichungen ©,, &;, 7;, ... zu elimi- 


niren, sei «(r) ein Multiplicator, welcher 

1° den Werth 1 hat, wenn » = 1 oder aus einer geraden Anzahl ver- 
schiedener Primzahlen zusammengesetzt ist. 

2" den Werth —1 hat, wenn » aus einer ungeraden Anzahl verschie- 
dener Primfactoren zusammengesetzt ist. 

3 verschwindet, wenn z gleiche Primfactoren besitzt. 

Bezeichnen dann 1. d, d', alle Theiler der Zahl », so lässt sich 
ans der Definition der Zahlen «(1), «(2), ... leicht beweisen, dass 

ul) +uld)+u(d)+. = OÖ 
ist für jede Zahl » ausser der Einheit. Multiplicirt man also die Gleichungen 
(16.) der Reihe nach mit «(1), «(2), «(3) u. s. w. und addirt hierauf die- 
selben, so fallen x... x, 2, ... alle heraus und man erhält 
H—-11S,— 418, — 4118; + 118, — 118-4 2 1Su—: = 0 





54 Mertens, über die Vertheilung der Primzahlen. 


H= 41S,+418;+3518, — 41 1S, + 4H1S;— u 1Swt:.. 

Hinsichtlich der Convergenz können bei der Eliminirung von x,. x;. 
keine Bedenken entstehen, da diese Zahlen wie die Glieder der geometrischen 
Reihe 1, 4, 4. }. ... abnehmen. 

Mit Hülfe der Werthe der Reihen $,,. S,. S,. ... welche Legendre 


in seinem Traite des integrales euleriennes gegeben hat, findet man 
| H = 0,31571845205 





[#7,) “4 
|E-H= lim X us, = 0,2614972128. 
>. 
Denkt man sich in allen Gliedern der Reihe 
ai! rei ie SE 
(18., ur ya Sue Due ee war 


deren Nenner nicht grösser als die gegebene ganzzahlige Grenze @ sind. den 
Logarithmus in die Logarithmen der Primfactoren des betrelfenden Nenners 
zerlegt und hierauf alle Ausdrücke, welche den Logarithmus desselben Prim- 
factors enthalten, in ein Glied zusammengezogen, so wird allgemein der Lo- 
garithmus der ungeraden Primzahl 4 mit dem Factor 

| 


N 
! 








—1) * | 1) 
— ht 
I\ 2 1) 
trade 

sr3 
(—1) . \ 1) 
+ 1-44 


behaftet erscheinen, wo 


ah<za<af+?. TR<ZO<Flh+2) u 


Beachtet man nun, dass 


ın 


. W. 


Ra nt ) 
1144-8, = GI 
bp +1 
1-44 3 1 





un 
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ge 


od 
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| 4 
und dass a <T ist. so kann man 
-- os 1 
| wir 


MO IRPE TORE IURBEENGE GpBE Ir". © u "° u 
l 32 = % f, 4 G 


a 1 N # | 
4 gq ich <a zo ) 
soeben. wo 4’ ebenso wie A die Einheit nicht übersteigt. Es wird hienach 


2h+1=@G I(2h | a "” ( | ” I: / 
| 12h / ‚—1W ] ph ul l N 
. 2 be u A A , ee y P. 1 Rn 
- i 2h . 2 | 4 = Q (i . (q ; u t gq q° \ 
oder 
ai 9} | { i 
n. le 4 ’ I(2h-+1 
19. Has ut gt (El 
| = q n u; 2h—+1 h 


sein. wo ohne Rücksicht auf das Zeichen 


a  Aain,.S IT | 
are U Be a a 
Pe °* x lg } 12 
IR ! ie ee 
A, +2 aqg—I)) ” an 


ist. Da nun die Reihe (18.) convergent ist, so zeigt die Gleichung (19.), 
l 


dass der Zahlenwerth der Summe Y(—1 — nie eine gewisse aneebbare 
3 ' u . ” 
Constante C überschreiten kann, wie gross auch @ sei. 


6. 
Mit Hülfe dieses Satzes ist es leicht die Convergenz der Reihe 
y u Se ne Ze a ei u 
0. 315 7 u : ;E 17 19 "25 t 3 Br 


deren Glieder aus den reciproken Werthen der aufeinanderfolgenden ungeraden 








I 
mit dem Zeichen (—1) ° behafteten Primzahlen g bestehen, zu beweisen. Man 
hat nämlich. wenn 
—| 
E one ! 
2 DIE . ya 
q 
geSeizt wird. 
g-1 
n—g(n—1i —1) ° 
A = —— —— oder = (), 
In q | 
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je nachdem » eine ungerade Primzahl ist oder nicht, und daher 

















g—1 
® (1)? “ gn—gy(n—i 
x. ai he n p(n—1) 
c+il q G+Ll In 
iu 5 BR 0 ‚I 1 } 
= OT ea "Em Tan) 
1 | u 2 ' r j FE 
Da 6; positiv ist, so ist ohne Rücksicht auf das Zeichen 
! N 1) 
gl 
UN ag SE DEEREFENT C a 
Ss uni in tier tez FREE. Mn 
Pe? q I(G-+-1) I(@' +1) er tin I(n-+1)\ 
Aue > 


wie weit auch @ über @ angenommen werden möge. Die Convergenz der 

Reihe (20.) ist also dargethan, weil @ immer so gross gewählt werden kann, 
9 Y 

dass —, g von vorgeschriebener Kleinheit wird. 

u"T7i) 

c-! 


N > 


+’. r . . En (—1 © u » 
Wird der Werth der unendlichen Reihe a mit A bezeichnet, 
3 
so hat man 


1 


6 (1)? 12C 
—- - A einen 
77 A+ Te) 


gl 


und nach (13.) 


3- = UG+®E-H-4+40, 
> q 2 . 


woraus durch Addition und Subtraction 











a) BE rt. 
/ 3 f = 2 

7 WERE RSERERERE ° EN. ai ho ur RO, 
3 f Re 2 


entspringt; f vertritt alle bis zur Grenze @ vorkommenden Primzahlen von 
der Form 4m-+1, f' die Primzahlen von der Form 4m--3:; & und e’ können 








nie die Grenze Pb ka übersteigen. 
5, 
Nach Euler ist bekanntlich 
u l y I 0 4 RE 
1 a = IT Tg 7 Tg 
on 





(2 


der 


49 
& 
rn 


Ma 


une 


Di 
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g! k= 
2» (—1) ? » 4 » (--1) ? l 1 | 
/ ie BE a BL ı(i BE h )- 
(23.) = g't p 4 y. s gq’r?e + u gt 30 Zi+ro | Alte 
gl 
| A 
Mit unbegrenzt abnehmendem o strebt die Summe der Reihe 5 = 
3 ( 4 
gl / 
2 (—1) : . . . . 
der Grenze 3 a zu, weil, ganz wie oben bewiesen wird, dass 
3 
un ar 
2eH Sc, 18 
3 q' to 4 q to / (} 1) 


gesetzt werden kann; die rechte Seite von (23.) nähert sich hingegen der Grenze 


i— a +5—t+.- (FT) 





+) ı 
der 
Man hat daher 
»(—1)?  ,: | n ( 1) ? 'q 
ı JURA 14) 
| und hieraus 
ınel, l 
L 7T 
rennen TR a | . 
1 a 1 375 a Hr 4 j 
| (—1) ? 
PR ill! 
q 
Diese Gleichung findet man zwar schon bei Euler (Introductio in analysin 
infinitorum Cap. XV. $. 285); allein sie war so lange problematisch, als die 
Convergenz des unendlichen Productes unbewiesen blieb. 
Setzt man 
0,004 £ 
1 ar TR Tat IT gap Nr 
u l 1 | ‚m 
1- atTarteartaent = I 
von = 
» (—1) . 1 f 1) x 1 ‘ 
nen < gt .. ‚Äh rT3/Yurıs - gr r _k ya, , 
so hat man 
IT = ytyptytNntytytytYysHt-, 
Iıhb= m +4 +6 ++, 
2 „IT, en Y3 + %s E 
HT, un Yı +Y+t'", 
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und mit Hülfe der unter 4. gebrauchten Multiplicatoren «(1), «(2), ...*) 
(24.) y=A= IT —-2IBR—- HT —YHT,+ uT,—-HT,+ 10/To—'". 


Nach dieser Formel ist die Berechnung von A leicht und man findet 











A = —0,33498132529, 
EHI ml . —+1G| _ „= —0,2867420562, 
= = lim [E77 UG), „= 0,0482392690 
dm! 3 Ju I 
8. 
Bezeichnet k=2’p"p'”... eine gegebene Zahl, so entspricht nach 


Dirichlet**) jeder zu % theilerfremden Zahl m ein bestimmtes System von 
Indices in Bezug auf die Zahl k, welches folgendermassen gebildet wird: 
1". Wenn » <Z2, so wird der Modul 2 nicht berücksichtigt. 2°. Wenn v2, 


so exislirt immer ein nach dem Modul 2°” ganz bestimmter Exponeng 
welcher die Bedingung 


m» 


m—1 


, ı 2 aA, Yr\ 
m = (—1) * 5°“(mod2”) 


. m —1 i . ' m 
erfüllt; es sind dann ——, fP die zwei Indices von m in Bezug auf den 


5) 

Modul 2°. 3°. Für jede Potenz p” einer ungeraden Primzahl, falls dieselbe 
überhaupt unter den Factoren von % vorkommt, lege man eine primilive 
Wurzel g zu Grunde und bestimme den Index y, von m in Bezug auf diese 


m—1 


Grundzahl g. 4°. Der Complex u ra Pr» Yu» Ya». . stellt dann das System 


der Indices der Zahl m in Bezug auf % dar; dieser Complex wird immer 
wenigstens eine Zahl enthalten, wofern nicht k=2 ist, welcher Fall hier 
ausgeschlossen werden kann. 


Es seien nun &, 7, ®, ©, ... bez. Wurzeln der Gleichungen 


& —— m Br ® =], wer” == 1, IL — 1, 


das Zeichen gp”... in der Bedeutung von Gauss genommen, wobei zu be- 
merken ist, dass für » <Z2 die beiden ersten, für k=2” die dritte und alle 





“2 
x 
” 


Vergleiche Note sur differentes series par M. P. Tschebischeff in Liouvilles 
Journal T. XVI. 


**) Abhandlungen der Berliner Akademie 1837. 
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folgenden Gleichungen wegzufallen haben, und man setze 
m—1 


(29.) €?’ nuwtno tn, = € 


“ 
na? 


für solche Zahlen m dagegen, welche mit k Theiler gemein haben, definire 


man e„—0. Die Coefficienten c,, &, €. ... haben dann folgende Eigen- 
schaften: 
On a C, nn Can 9 C 4 hk u C 9, C 3x4 l — 1. 
Ca+ı T Onr2 ++ Cr — VÖ, 


wenn nicht alle Wurzeln &, 7, w, w, «-- =1 sind, 


2c„=yk oder =V 


je nachdem m = 1 (mod%k) oder nicht; die Summe erstreckt sich auf alle pk 
Werthe von e,,., welche dadurch erhalten werden, dass man in den Ausdruck (25.) 

nk! ’ \ 
alle Werthe von &, 7, w, w, » +» substlituirt. 


! 


Sind nicht alle Wurzeln &, n. w, w'. 


l 


in dem Ausdrucke ce, der 
Einheit gleich, so convergiren die Reihen 




















A Va 
— — —_ — = 
1 Au 
ct _ c,i2 ce, 13 
u zu 
Namentlich ist 
Cart , Cn+? | Cn+3 f 1 1 N. \ ( 1 1 ) 
nu n. z te = cC ,.|- —— )+ (C,11T+ C,.,> _— 
n+1  n-+2 n--3 er "e@ FA TY\n+2 n+3 
i 1 ) 
u tr enı2 7 ( en er 
wi \ n-t3 n--4 
und demnach 
\ Ca+1 Cy+? ! TA 1 1 \  . 1 1 \ ) 
mod } u ul ( IR ESS (EEE CEESEEEN } ge Ta GESS sms rn. 1 ... 
(nt Tnr2 DE el +1 n- 2 / \nf2 n+3/ 
4 G k 
n—+1 


Dies vorausgeschickt, zerlege man in jedem Gliede der Reihe 





» 1} . 7 . 4) Y 
(26. ) DE SEE... cs 1G 
\ * 2 3 i 4 | I G 


den Logarithmus in die Logarithmen der Primfactoren des betreffenden Stellen- 
zeigers und vereinige hierauf alle mit dem Logarithmus der nämlichen Prim- 
zahl q behafteten Ausdrücke zu einem Gesammigliede. Es wird dann allgemein 
Q + 


u’ 
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{q mit dem Factor 








be ; eg + 3 | I Cyg 
q 294 3q fq 
a | 62 Cgg® 
7 2q Tg 
Ze  .,. Eng: 
+ gq’ 2q’ + + hq’ 
+ DEE 


multiplieirt sein, wo 


Weil nun aber 

















Co 024 Be 5 je, C, YA 
+. tr. A — 13 1,21..42% 
1% 77 gatı1ı 2 ar 
— ih 
ara gmm’ 
u AR Me ara 
und dem Modul nach 
Cy+1 en er _- ph or qpk 
Iren Tr m 
ER A a 
r nz =. ph, 
so kann, wenn zur Abkürzung 
3 =L1 
ı N 
gesetzt wird, das Gesammtglied mit /y auf die Form 
Lc,! 
in EM 
q 
gebracht werden, wo 
E37 
a 2 0, 
modR <— ph 77 + n ‚tq 
na : Ba, ur 
ph r 14-1) 


Hiernach wird 
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27) zer - ıLs ALM. 
\ } n w 4 | 

mi _- u 1 >  -; iq ! 
modR <—yk, 7 Zlgq+2 Ten 


u le ) 
pkia+2 I) 
> q(g—1, 

Da die Reihe (26.) convergent und ZL nach Dirichlet von Null ver- 
= a R ‚ a cl 
schieden ist, so schliesst man aus (27.) dass der Modul der Summe RP. 
2 q 
nie eine gewisse angebbare Constante Ü überschreiten kann. wie gross 


auch @ sei. 





9, 
da: = 0 
Bezeichnet man die Summe mit we, so ist 
> ( 
vun — w/n—1 C, z 
—_— — .ı se = 
In q 


je nachdem » eine Primzahl (ausser den in % aufgehenden) ist oder nicht ist 
Es ist daher 











Bi, re) 
— — 
l q 1+6 In 
Wr wG@G „ \ 1 1 / 
= — - _ —-1 ) uuni— — —— 
l(G- 5 Ii1-+@' Br im I(n-+1)) 
und dem Modul nach 
< En Br ne Dr ? Bi en 
KG-+1) ' K@—+1} a lin In +1) Y/ 
2C 
wie weit auch @ über @ hinaus angenommen werde. Die Reihe NY —- ist 
Er 2.3 
demnach convergent, wenn nicht alle Wurzeln e, n, w, ®...=1 sind. und 
zugleich sieht man aus den Gleichungen 
6 = un Art 
— q — q l 6 | 
5 EEE BE 
Tg 7 gq G-+1 





x 


= 6 ’ m er 
dass rer mit unbegrenzt abnehmendem o der Grenze N —- zustrebt. 
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Da nun 
Fe. h 
ur 
© C 
1 Ze -. n 
ur a nr ag ra log 2 n!te ? 


so findet man für ein unendlich o die Grenzgleichungen 


y- ( x 69° 
72 "u — logL, 
2. 1 © C 
PIER NEUER VS 
Re 1 “ 
q 


; i n C ’ 
‘s werde der Werth der Reihe &— mit A(&,n,w,...) und die 

B- 
Summe der reciproken in % aufgehenden Primzahlen mit o bezeichnet. Es 


ist dann für e=7n=w=..—=1 nach (13.), vorausgesetzt dass @ die grösste 
in 4 enthaltene Primzahl übersteigt, 


Gi » 
= 5 C en 
28.) 7 = UG +&—-H—-0o+0 
und in allen anderen Fällen 


(29) 3-7 = Ale, n,0,...)-+ a — 
2 q WERNE, z . IC +1) 


: ; 1 
Ist nun a eine gegebene zu % theilerfremde Zahl und a = — (mod k), SO 





multiplieire man die Gleichung (29.) mit = .„ summire hierauf in Bezug auf 
gK 
alle Wurzelverbindungen &, 7, ®, ... mit alleiniger Ausnahme der Verbindung 


e=n=wW=.+.—]1 und füge noch die mit Pr multiplieirte Gleichung (28.) 
hinzu. Aus der Gesammtsumme der linken Seite fallen dann alle Glieder 
heraus mit Ausnahme derjenigen reciproken Primzahlen g, welche der Bedingung 


1 
az d.h. = — = a(modk) 
genügen. Es ist demnach 
Ä IG | \ 
>> — = — + —ele- H—-0o+Xe, 4 €,n,W, ..) +0; 
> 7 Ri gk ’ u j 


die Summe bezieht sich auf alle in dem Intervall 2...@ vorkommenden Prim- 
zahlen von der Form a-+mk. 


Krakau. 20. Juli 1873 
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Ueber die allgemeine Möglichkeit der conformen 
Abbildung einer von Geraden begrenzten ebenen 
Figur ın eine Halbebene. 


(Von Herrn Schläfli in Bern.) 





V orliegende Untersuchung knüpft sich an den Integralausdruck für 
eine Function «, welche die Halbebene der Unabhängigen £ in eine ebene 
von Geraden begrenzte Fläche conform abbildet, an, an denjenigen Integral- 
ausdruck, den Herr Christoffel auf S. 97 seiner Abhandlung sul problema delle 
temperalure stazionarie im ersten Bande der Annali di Matemalica, seconda 
serie, gegeben hat. Was die Herleitung dieses Ausdrucks für # betrifft, so 
lege ich gegenwärliger Betrachtung diejenige zu Grunde, die sich in zweien 
Abhandlungen des Herrn Schwarz findet: 1. über einige Abbildungsaufgaben 
in diesem Journal Bd. 70, S. 110, 2°. über die Integration der parliellen 

vn ou, ou 
Differentialgleichung at u“ O0 im Monatsberichte der Berliner Akademie 
vom October 1870. Hier wird gezeigt, dass vermöge Elimination der zwei 
arbilrären Inlegralionsconslanten a, b in au-+b die in der Ueberschrift genannte 
Abbildungsaufgabe auf die Integration der Dillferentialgleichung zweiter Ordnung 
Ö ou 


log T- = E(l) 


(1.) 
ms ot 


zurück kommt, wo E eine rationale Function bedeutet, die durch Addition 
ihrer Unstetigkeitsausdrücke zu berechnen ist. 

Ausser diesen gedruckten Arbeiten haben mich mündlicher und briel- 
licher Verkehr mit den Herren Schwarz und Casorati zur Verfolgung des 
vorliegenden Gegenstandes bestimmt und durch Räthe darin unterstützt. Das 
Ziel war, zu beweisen, dass die Constanten immer so bestimmt werden könn 


eii. 


dass ein willkürlich gegebenes geradliniges Vieleck « in die Halbebene £ co „gorm 


abgebildet wird, auch wenn dasselbe in seinem Innern Verzweigun gspunkte 


oder Horizonte enthält. So viel ich sehen konnte, ist die Frag s nach der 
Möslichkeit N ser sth (Fr » . Ste s) 'n 3 ’ \ r x 
glichkeit dieser Bestimmung der Constanten weder in der € „„ahnten Ab- 


handl no N N > Y Bo . R . = .. . . Fr non e a 
ung des Herrn Christoffel, noch in seinen spälern Arbeite „ her denselben 


Gegenstand, die er in die Göltinger Nachrichten einrückte, 


‚ erhoben und be- 
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antwortet worden. In den umfassenden Arbeiten des Herrn Schwarz ist 
dieser Beweis als sehr specieller Fall schon eingeschlossen. Gleichwohl glaube 
ich, dass eine directe Behandlung des Vielecks einiges Interesse darbiete. 


s.1. Construction der Function E(Ü). 
Die erste Bedingung für die Function E(t) ist die, reell zu bleiben, 
während { reelle Werthe durchläuft, damit die Seiten des Vielecks gerade werden. 
Hat eine Ecke = A mit dem innern Winkel on, wo 0 <a<72, 
die reelle Zahl = a zum Bilde, so entspricht eine Entwicklung von der Form 


u= A+Bit-a)®[1+b(t-a)+elt-a)+---], 


I 


wi 
eu 


wo die Goefficienten b, e, ... sämmtlich reell sind, und es folgt E(t) = —— . 


Terme in 1, t—a, (t—a), ... mit reellen Coefficienten. 
Hat ein Verzweigungspunkt «= A die nördlich-imaginäre Zahl t=a 
zum Bilde, so ist 
a= A+Bit-a)+C(t-a)+:--, 
und es folgt 


u 
E(t) = u + elc.; 


damit aber die erste Bedingung erfüllt sei, muss, wenn a’ mit a conjugirl 





ist, die Function E(t) noch den Unsteligkeitsausdruck bekommen. 


! 


Enthält das Vieleck # in seinem Innern einen oder mehrere Horizonte, 

d. h., ereignet es sich ein oder einige Male, dass « = ® eine nördlich-imaginäre 
Zahl {=a zum Bilde hat, so ist 
A 








zu ie w ie \ ... 
= -—— +B+C(l-0)+--, 
folglich 
Eit - u | 
ah Bar var Saar u en, 3.205 


die Entwickelung darf also keinen Term nullter Ordnung enthalten. Es ist 
aber nicht rathsam, eine solche Bedingung einzuführen, wegen ihres hohen 
algebraischen Grades; sondern man thut besser, sie mit den übrigen transcen- 
denten Bedingungen auf eine Linie zu stellen, und daher vorläufig die Ent- 
wickelungsform 


A 
eo = —l ii a L-Ü Lo 
7 Blog (t a)+ CH 


anzunehmen. Zu diesem kommt dann der, unter Voraussetzung eines reellen 
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f, mit ihm conjugirte Unstetigkeitsausdruck 


A’ ö ! , 
-+Blog(t- a 
t—a 


hinzu. Ein solches Horizontbild {= a tritt vorläufie als losarithmischer Pol 
der Function « auf und verlangt einen von a aus nach einem Punkte der 
Realitätsgeraden £ geführten Schnitt. dem im Originale » eine Kluft (mit Ver- 
schiebungswerth —2inB ihrer parallelen Ränder). die vom betreffenden Ho- 


rizonte bis in die geradlinıge Begrenzung reicht, entsprechen wird. 


Gehört das Orieinal A des Horizonts / x dem Innern einer Seite 


des Vielecks # an. so ist hier 


1 a l) 
u A+Bi —+— 4+— +--). 
f { / 
ie 4 | 9 

wo die Coefficienten a. 5b. ... alle reell sind. und es folet ER = Terme 
0 1 ER er 

in —. —, + mit reellen Coeflicienten. Hat aber eine Ecke v= 4A den 

Fr 
Horizont {= % zum Bilde. so ist 
/ 1 
. Ba d 7 in 93 
PERRE RT... A 5 WARTEN RE 1 iu 
\ { l / f 
Man hat also 
. a—i 
HK { > * 
t—ıa 
wenn diese Summe sich auf die Bilder aller Ecken mit dem inneren Winkel 
or, auf das Bild jedes Verzweigungspunkles mit « 2 sammt coniueirtem 
Term. und auf das Bild jedes Horizonis » mit «= —1 sammt eoniueirlem 
) "= 


Term erstreckt. Berücksichtiet man die Entwickelung der Function E F nach 
fallenden Potenzen von £, so ergiebt sich 


»: Pl ; 1 — ’) 


Hat das Original » Verzweigungspunkte und A Horizonte, und legt man die 
Zahlen « nur seinen Eelken mit den innern Winkeln «r bei. so kann man 


diese Gleichheit auch in der Gestalt 


it 2 +20 — Ah 


na 2 n ‚ i . - 2. e.ys WE pn _: 0 
hinschreiben, in welcher sie geometrisch leicht zu verilieiren ist. 
Ist der Horizont = x Bild einer Eeke des Vielecks ». so fällt 
ryır GG — { y . . . . 
entsprechende Term To Mn Et weo, weil a unendlich wird. Weil 
d ” 
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-2— @—1)=—(a+1). so stimmt der oben gefundene Beginn der Entwickelung 


a 1 it " 
E(t)= —- ER hiemit überein. 


Fortan sei » gleich der Menge der Ecken der Fläche « plus der 
doppelten Menge ihrer Verzweigungspunkte plus der doppelten Menge ihrer 
Horizonte. Die z» entsprechenden Punkte des {-Feldes seien allesammt mit a 
und der zu jedem gehörende Exponent mit « bezeichnet. Bei einer Ecke ist 
dann er der entsprechende innere Winkel; beim Bilde @ eines Verzweigungs- 
punkles und beim . rten Punkte « ist @=2; beim Bilde « eines Ho- 
rizonts ist «= —1, ebenso beim conjugirten Punkte «'. 


Ss. 2. Integration der Gleichung (1.). 
Die erste Integration der Gleichung (1.) giebt 


ou 





M.II(t—a)", 


ot 


wo M die Integrationsconstante bedeutet, und wo das Product sich auf alle 
Pole des i-Feldes erstreckt. 

Diese Pole sind aber noch nicht bekannt. Man lasse diejenigen, welche 
Bilder von Ecken werden sollen, in der Ordnung eines positiven Umlaufs um 
die Vielecksfläche » längs der Realitätslinie £ von West nach Ost auf einander 
folgen und nehme sie übrigens beliebig an. Ebenso nehme man die Bilder 
der Horizonte und Verzweigungspunkte der Vieleckslläche beliebig in der 
Nordhälfte des t-Feldes an und setze in der Südhälfte die ihnen conju- 
eirlen Pole. 

Bedeutet = 5b das noch zufällige Bild eines Horizontes «= ®, 5b’ den 
conjugirlen Werth, während die Bezeichnung a (Exponent «) allen übrigen 


Polen ohne Unterschied zukommt. so ist 





er Mt—-b)"G-b')? It— a)". 
Selzt man 
A=-————; II(b-a)', B= E -II(b—-a)” (3 RA +); 
“ (b- u , (b—b")? ) b-a b-—b/? 
hat man für « den Unstetiekeitsausdruck 
A I 
u = r a4 n Blog (t -b) 4 


Unterbricht nun die Variable £ ihren Lauf von West nach Ost längs der Realitäts- 


linie, um von einem Punkte e derselben aus gegen 5 hinzugehen, diesen Pol 
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in einer kleinen Curve rückläufig zu umlreisen und auf demselben Wege 


nach e zurückzukehren, so ist » in jedem Punkte des Rückwegs um — 2in B 
grösser als im selben Punkte des Hinwegs, und jener kleinen Curve ent- 
spricht eine dem Horizonte » nahe, rechtläufige Umkreisung des Nullpunktes w. 
Vom betrachteten Horizonte aus zieht sich also eine Kluft mit parallelen 
Rändern durch die Vielecksfläche hindurch bis an eine Seite desselben. die 
in zwei parallele Stücke zerrissen auftritt: obiger Ausdruck ist der Ver- 
schiebungswerth vom ersten bis zum zweiten Rande. So wie nun b, b’ als 
zwei von einander unabhängige Argumente der Function x gelten. muss auch 
die Verschiebung sammt dem ihr conjugirlen Werthe für zwei Functionen 
aller »-+1 verfügbaren Argumente zählen. Man kann also auch die zwei 
reellwerthigen Projeclionen der Verschiebung als die zwei Funclionen, um 
die es sich handelt, ansehen. 

Ebenso zählt jeder Verzweigungspunkt der Fläche » vermöge der 
zwei Abmessungen, die seinen Ort in Bezug auf die Begrenzung bestimmen, 
für zwei Funclionen. 

Da endlich zwei Seitenlängen durch die übrigen trigonomeirisch be- 
stimmt sind, so ergiebt sich »—2 als Anzahl der in Betracht kommenden 
Functionen der n-+1 Argumente. Drei von diesen dürfen also willkürlich 
angenommen werden. 

Man nehme x. 0. 1 als Bilder dreier in positiver Ordnung unmitlelbar 
auf einander folgender Ecken des Vielecks und lasse Pole und Exponenten 


einander wie folgt entsprechen 


Exponenten: , ©, PA, 1% 0, €, Er 1, 
j 1 1 1 ! l j 

N Pole: sn 0, 1. ae m ut ” “ - 
s t u U 1 Z 


Die früheren Zeichen f, v seien durch w, F ersetzt. Die Eckenbilder, die 
unter den Polen vorkommen, seien nach wachsender Grösse geordnet. Be- 
trachtet man die innere Fläche eines gewöhnlichen Vielecks. sind also alle 
Pole Eckenbilder. so ist 


\ 


is >> >> dD>R 
Man setze 
2 = w* 'A1-o)(1 sw) '(d tu)" BR; zo)", 


Dann ist P — m f2dw die Function, welche die Halbebene ® in das Innere 


des Vielecks V verwandelt. Die Anzahl der Argumente M, s, f. .... is 


. 


u” 
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jetzt auf » —2 herunter gebracht, und jene oben erwähnten 2—?2 Funclionen 
sind durch diese Argumente eindeutig bestimmt. 

Man kann nun willkürlich eine Reihe von zerklüfteten Vielecken V. 
v', V’, ... bilden, deren jedes vom vorhergehenden sehr wenig abweicht, 
und deren letztes das gegebene geschlossene Vieleck ist. Dadurch sind 
Gruppen von gleichzeiligen Variationen der »—2 Funeclionen geselzt,. und 
jeder einzelnen Gruppe steht ein System von »—2 linearen Dillferential- 
gleichungen zur Seile, in deren jeder das Differential einer Function linear 
und homogen durch die Differentiale der »—2 Argumente ausgedrückt ist. 
Die Differentiale der Funetionen sind gegeben, und die der Argumente sind 
gesucht; und die Auflösung des Systems ist möglich, so lange als der Deter- 
minant der (2—2)' Coellicienten weder verschwindet noch unendlich wird. 
Also müssen zunächst die Eigenschaften der Funclionen und dann der Werth 


des Determinants ihrer Abgeleiteten untersucht werden. 


8.5. Vorläufige Untersuchung einer einzigen Function. 
Man denke sich s, £, .... z alle reell und den Ungleichheiten 


ns nn 


genügend und betrachte die Seitenlänge (@/). Da es für den nächsten Zweck 


auf den Multiplicator M nicht ankommt. so selze man 


ff , M ms e\ - yr 5 an oO I 

Man kann 2 nach steigenden Gombinationen von s, £, ..., z entwickeln: 
der alleemeine Term sei s’!*...3°, A+u+--+0=06; dann ist 

fie, P £) <= ‚(er A) e o) II - I\ Bun ne sl" ...ze 

ac Aa IX) I(«@---+-0) IA-—-y„p)IaR-+1) RTEEN 

r Pr \ 2 (7 Ö, u. ON ' ; ; a 
wo das Productzeichen // sich über U; ) und die Summation sich über 
u 

alle nullen und positiven Werthe von #, u, ..., e erstrecken. Um durch Diffe- 
renlialion der (a—3)lachen Summe nach s, f, .... 3 eine ähnliche Eunclion 


zu bekommen mit Exponenten, die von «@, 5, ... nur um 1 verschieden sind, 
muss man das Argument je einer Gammafunction im Zähler oder im Nenner 
um 1 zu vermehren oder zu vermindern trachten. Setzt man der Kürze wegen 
en 2 | 6) 
Be er een. 

Os at 02 


so muss man, um /’{a+0) in /Ta«+0-+1) überzuführen, mit D-+« operiren 
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und bekommt 
(2.) D+a)fie, P, ae afle 1.5 IE ART 


Auf ähnliche Weise ergeben sich 


‘ f co } 2 \ b) v Fi ur \ 
(9. \$ Os 1 | I ©. Fa DE Zr ur | Ä A fl ,J A [F» / l, nr r 
(4 D-+«o zn fie I, re C ) 1 f un, x 

- © ) ad ur ) 
. a #;, —_- ri. 2. 8-13 
), Z f 14; @-+£ / 4 


ähnlichen Gleichheiten. Combinirt man (2.) und (3.),. so kommt 


(D+e\s—+1-y)fle, P,...,ı) = e(l—-y)fle+1,P—1,7—1,.0,. 


os 


während die Combination von 4.) und (D. 


oiebt. Folglich ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung 


s,)f= |(D+e)(s— +1-7)- — (D+a+ß-1)|/ 


(’S OS 


eefunden, der die Function f(«,/,...,„) genügt. in entwickelter Gestalt: 


107 \ of K / n 
\ $ | \ : . a“ ar © Ü- 7 BE ( 
a. | - 
f O . Ü | rn! N 
| A a De 
\ 3 \ el! OU 03 ) 


jede der Gleichheiten (3.). (9.) ist Repräsentant einer Gruppe von n 


D+a+p—1)flo,P,...;: e(1 —Y)ffe+1,9—1,.7—1,0, 


V 
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“R 
J 


Repräsentant einer Gruppe von »—3 Differentialgleichungen. Combinirt man 


c 


die unveränderte Gleichung (3.) mit der aus (5.) hervorgehenden Gleichung 


> 





— AP ' ’ a(l—0), : 
Fon [® Ab __ ’ # ü iR N 2 y l . Ay EZ ) $ 
ot fie, ij?» / 1. U, ... a % & ß f 164 # I), f} ie ( 1. “ 
so bekommt man 
r / C u 2 Ü\ 1 -Y) 1 Ö > ) 
-(—— +1 -7) 0, Bu...) = — @+1.ß,y—1, 0 
ot \ +. Me d / 19: / a - 5 / . 


und, da die rechte Seite durch Vertauschung von s mit £ sich nicht ändert, 


ın entwickelter Gestalt 





\® 


2) 0 -a-n Lay = 0, 
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Repräsentant einer Gruppe von 4(n—3)(n—4) Differentialgleichungen. Das 
System aller } (a—2)(» — 3) partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
heisse das System (A.). Weil f nur von den »—3 Argumenten s,f,.... 2 
abhängt, so können nur so viele Differentialgleichungen von einander un- 
abhängig sein. 


S. 4. Untersuchung der gegenseitigen Abhängigkeit der Gleichungen 
des Systems (A.) 

Die Operationen, die in den linken Seiten der Gleichungen (a.), (b.) 
auf die Function f ausgeübt worden sind, sind schon vorhin der Kürze wegen 
resp. mit (s, 5), (s,£) bezeichnet worden. Ohne dass man ihre Polynome voll- 
ständig entwickelt, sondern nur durch passende Versetzung von Factoren findet 
man leicht folgende Relation: 


od 





j B- . ’ ; 
(1.) TE (9, 8) os (, £) = | D + 0.7 1) (s, 2 ) 

j ; ‚ o | \,, / 6) r N I AN 
II.) (d Eu I-0)(s, u dr * +1 y)t, t) = (D+oa+P)(s, t). 
I.) — (t, a) + — (us) + — (sl) =. 

’ DETREEE  B- T ou“? Ä) 0, 


r 
y 


a GN, 


\ 
ös ot ut ae ZZ 
Berücksichtigt man, dass keine der Zahlen 1—%, 1—y, 1—0d verschwinden 
kann, so folgt aus den Combinalionen (1.)— (11.), s.(1.)— (11.), (II.)—£.(1.). dass 
je zwei der Gleichungen (s, s)f=0. (t,Hf=0, (s,Hf=0 die dritte zur nolh- 
wendigen Folge haben. Aus (IV.)—s.(111.) wird geschlossen, dass die Glei- 
chung (f,a)f=0 eine nothwendige Folge der zwei Gleichungen (s, )f= 0. 
Ss, W)f=0 sei. 

Verlangt man eine Auswahl von a—3 unter sich unabhängigen Glei- 
chungen, die alle übrigen des Systemes A.) zur nothwendigen Folge haben. 
so ist daher z. B. das System 


ai ideen .. af 
eine solche. ebenso das System 


ai ADB Kae uf 


$.5. Anzahl der arbiträren Integrationsconstanten. 


Das System (A.) macht es möglich, jede Abgeleitete zweiter Ordnung 
der Function f linear und homogen durch die Function selbst und ihre Ab- 
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geleiteten erster Ordnung auszudrücken; denn es giebt 





of (AELSE  ß8+yr—?2 A. e—1 .# RE 
Er s Bun 8 / 08 
1—, it—1) of uuw— 1) of (3 — 1 0 
+ — | ——— Zi ER. uuht F r++ - = af). 
s(s- 1) \ s—t ot s—u OU an m. 
of i I, of 1 7 of 
GA — = sd St A 
. . co 
Daher können überhaupt alle Abgeleiteten linear und homogen durch ii 
os 
of of te x 
FTEEIREEE Bere il dargesiellt werden. Für irgend eine Gruppe von Anfangs- 


werthen s,, &y» ..., 3, der Argumente, die den Bedingungen 


1 A .. >23, >0V 


.. 


genügt, erlaubt also das System (A.), der Function f und ihren ersten Ab- 
geleiteten willkürliche Werthe beizulegen, die als a—2 arbiträre Integrations- 
constanten zu fassen sind; und dann ist in einem beschränkten Bereiche um 


die Gruppe jener Anfangswerlhe herum die allgemeine Integralfunction nach 


s—8, by, ..., 3—%, entwickelbar und erscheint zugleich homogen und 


f* 


linear in Bezug auf die »—2 arbiträren Constanten. Die Entwicklungen der 
@—2 Funclionen, die in diese Constanten multiplieirt sind, beginnen resp. mit 
den Termen 1, s—s,, t—t,, ..., 3— 3, und können daher keiner homogenen 
linearen Relation mit constanten Coefficienten genügen, sondern bilden ein 
vollständiges System von »—2 von einander linear-unabhängigen parliculären 
Integralen des Systems (A.). Es ist hiemit zugleich bewiesen, dass »—2 
die Anzahl der unter sich linear-unabhängigen particulären Integrale ist, ob- 
gleich man im allgemeinen aus der Ordnung und Menge der Differential- 
gleichungen auf eine grössere Anzahl particulärer Integrale schliessen würde. 


or 08% . öf 
Hat man — # m Ro ai. linear und homogen durch f, a 
o8s 08° ’ 08" os 


dargestellt und eliminirt aus den »—3 Gleichungen die »—4 Variabeln 
cf of of wo A a ı 
HH? O0? 795, 50 hat man eine lineare und homogene Differentialgleichung 
| >; 92 
a—2,'e" Ordnung für die Function f in Bezug aul das einzige Argument s, 
dieselbe, welche Hr. L. Pochhammer in seiner Abhandlung „hypergeomeltrische 
Journal Bd. 71. betrachtet hat. 


Kunclionen »‘r Ordnung“, dieses 
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$S. 6. Determinant der linearen Differentialgleichungen. 
Bezeichnet man die a—2 parliculären Integrale des Systems (A.) mit 
fi» £» :--» fs und denkt sich, es hafte an jedem derselbe, von s, f, ..., 3 


unabhängige, Multiplicator M, so hat man, wenn f ohne Zeiger irgend eines 
derselben bedeutet, a —2 lineare Differenlialgleichungen von der Form 


df = fdlogM + 5 ef ds + = dt-+- 4 dz. 


Soll es möglich sein, dieses System nach dlogM, ds, ..., ds aufzulösen, so 
larf, vorausgeselzt, dass die a—2 Funclionen im beirachteton Bereiche dille- 


rentiabel sind. der Determinant 
of .. of 
nr ey 
den ich. wenn es nölhig wird, auch mit nr ... fa) bezeichnen werde, 
nicht verschwinden. Mittelst obiger linearer Ausdrücke für die zweiten Ab- 
geleiteten von f findet man nun 


olog4 ’ r2—? FR 2... 2 ı 7 790—2 y+e—?2 y+i—2 


Ei s Be u ig 7 u en 








ete.. und durch Integration, wenn 


FR in .—? 14 r>—? 2% AL, RA4H ) ; ER, 
ET a ee x (1-s)"77 1-9 ..(1-3) 
x (Ss -HT(s— u) s—- 3X X X (ya) 
gesetzt wird 
I1=CK 


wo C die Integralionsconstante bedeuiet, die, wenn es nöthig wird, auch durch 
die Bezeichnung C(fi, fi, --- fü 


nicht C= 0, d.h. wenn 7 nic 


„) näher bestimmt werden möge. Wenn also 
ht identisch verschwindet. so kann unter den 
semachten Voraussetzungen 1 >s >E >. >3>>0 der Determinant 7 nie 
verschwinden. Wenn aber C=VU, so sind die a—2 Funclionen fi, fs --- fı 
mit einander durch eine nichtlineare homogene Relation verbunden. die in 


Bezug auf s, £, .... 3 identisch richlig ist. 


t. Die »—2 Bestimmungsstücke des zerklüfteten Vieleckes V bilden 
ein vollständiges System particulärer Integrale des Systems (A.) 

Es fragt sich nun, ob alle genannten Bestimmungsstücke dem Systeme 

der Differentialgleichungen zweiter Ordnung genügen: und, wenn so. ob sie 


ein vollständiges System parliculärer Integrale ausmachen. Für diese Unter- 
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r 


suchung kann man den Multiplicator M weglassen, und dann fallen alle Be- 
stimmungsstücke unter die Form /2dor 
Zunächst sollen (s, s/2do, (8, n/(2do unter der Voraussetzung, dass 


die Grenzen des Integrals von s, £, ...,. z unabhängig seien, berechnet werden. 
Man hat 


Is sw 
A @ 2—y)s A-—-öYE , A— e)u PN w$2 
re A TE Mr 
\ 1— sw [D) 1— so 1— Io 1— uw 1I— zo I— so 
oO 2 > 2 
2 en nen u [ I SB es 
cw 1—sWw I— o)(l1—so) ’ 
folglich 


N u: 82 82 


BR (NA IR, RT: ga) „1, —/FA\ 1 ARE 
(6.) D+a) (85,41 y)*2 (9=7)% 1I— sw PA /; 1— wo) (1— so) 


Ferner ist 


( 2 
ns im (u 
a cC@ ‘ 1 6) 
und weil 
u w’.2 ( 2 a s2 
— (042) = (1—y)- — - lI—Y)- - nn 
os r 1— sw os i—-w ‚I! A— wo\i— so 
ist, so hat man 
Lu ae i { a - ww’ N ) u.2 
iR Bi ERFTEE, DEE, 3 Dec DEE, ne el Et) genen 
\ J ri s \ ' u J f} J cW 1 - $ MM) I J Ä \ w 1 sw ) 


Durch Subtraclion ergiebt sich aus (6.) und (7.) die Gleichheit 


/ { 31.) 
\$ s)() z— (1 ar m w(| (u) ._ 
id, NY) 350 _— 
Noch schneller findet man 
(8,2 = 0. 


Weil =», 0, 1 Bilder dreier auf einander folgender Ecken des Vieleckes 
V waren, und dieses lauter positive Winkel hat, so sind z, «, 5 posiliv; 


o(1— w).2 


daher verschwindet - en in jedem der genannten Punkte (in » == x, 
—5@0 : 
weil 1+{@—1)+{P-1)+--+(@—1)=—z ist), Wenn also das Integral 


du keine anderen Grenzen hat. als eine oder zwei aus den dreien ®. 0, 


1, so genügt es dem Systeme (A.). 


) 


Sind z.B. z, «, £, y, 0, e auf einander folgende Ecken des Vielecks 


win 
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Ä . ’ . 1 1 ! 
Y, und führt man » von OÖ aus rückwärts um 1, —., re herum und nach Bor 
Ss u 


OÖ zurück, so dass alle übrigen Pole ausgeschlossen bleiben, so genügt das 
Integral /2do, weil es nur den Pol O zu Grenzen hat, dem Systeme (A.) Da 


und hat, wenn man die Seitenlängen des Vielecks mit («ß), (Py)., etc. be- 
zeichnet, den Werth 





s , } ; u fj i in? —B—, P \ in FR B- sei r \ | 5 
(afr)-+ e fl A(Py) + e tl / (vd) e (3 P7 » (de) da 
— ein6-P-Y-I-%) (SE) — eirb-P-7-29228) („\ 
\ / 7 J 
a 17 —fP—2y—?2ö—28) (By) — e78&—2P- 2y—29—2:) (aß) 
> in@=-br-S-I II AN /, z \ 
— der Kep)sinn(4—P—y—d—e) und 
+(Py)sina 8-7 —0—8)+(yÖ)sina(2—d—8)+(de)sina (1—e)], er 
| aafer: a a . " | end 
wo der Coelficient der Seitenlänge (de) nicht verschwindet, weil & weder 0, 
noch 1, noch 2 sein kann. Wenn also die Seitenlängen (ef), (Py), (y0) (s,: 
dem Systeme (A.) genügen, so zeigt dieses Integral, dass auch die Seiten- (s,: 
länge (de) dem Systeme genügt. Ist (c) die auf (e) folgende Ecke des di 


Vieleckes Y, und nimmt man («) als Anfangspunkt, die Seite (a) als in der 


positiven Hälfte der Realitätslinie liegend an, so stellt das so eben betrachtete 


Integral das doppelte aus («) auf die Seite (es) gefällte Perpendike! nach 


Richtung und Grösse dar. Nimmt man die Seiten (za), (ef) aus und fällt de 
aus der Ecke («e) auf alle übrigen Seiten des Vieleckes Perpendikel, so zeigt 
das Beispiel, dass alle diese Perpendikel, folglich auch alle Seitenlängen dem ” 
Systeme (A.) genügen. ui 
Damit, wenn die Vielecksfläche Y Horizonte enthält, die polygonale ie 
jegrenzung derselben nur eine Unterbrechung erfahre, z. B. in der Ecke (e«), . 
führe man im &-Felde alle von den Horizontbildern ausgehenden logarith- s° 
mischen Schnille nach demselben Punkte = 0, so dass sie weder einander we 
noch der Realilälslinie begegnen. Das rückläufig von O aus dicht um einen 8. 
solchen logarithwischen Schnitt geführte Integral 240 giebt den Ver- 
schiebungswerlh für die zwei Ränder der betreffenden Kluft und genügt dem es 
Systeme (A.); dasselbe thut also auch jede der zwei Projeclionen dieser Ver- “ 
schiebung. . 
Es bleibt noch die Untersuchung übrig, ob auch beide Coordinaten 9 
. 


eines Verzweigungspunktes der Fläche Y dem Systeme (A.) genügen. Es 








°h 
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Hu ’ 1 ch 
sei — Bild eines Verzweigungspunktes. — dazu conjugirt; also =: = 2, 
Y S 
2 = or'1-w)"1— sw)... (1-zo)"(1-yw)(1—zw). 
Dann ist 
1 


Em Pi du 


u) 


das zu beirachtende Integral. Man hat 


0 \y | ” do 
s— +1-y)} 1—y / - 
( os ' /) d I —so 
2 ; 1 | 
und, da ne für = verschwindet, so kommt bei der Operation D+.a 
— 5 y 
die obere Grenze nicht in Betracht. Dasselbe gilt von (D+«+Pp-—1)Y. Da 

’ a4A— wo) l | 
endlich auch res sowohl in »=0 als in » = — verschwindel. so ist 

—S5@ Y 

(s,s)Y=0. Man kanı ferner beweisen, das (s.t)Y=0, .... (s,y)Y=0, 
(s,3)Y=0 ist, weil man nie in den Fall kommt. nach der oberen Grenze zu 
differentiiren. Daher genügen beide Integrale 


/ dw, / Id 


“ 


dem Systeme (A.). 

Hiermit ist bewiesen, dass alle »—2 Bestimmungssiücke der Fläche } 
dem Systeme der Differentialgleichungen zweiter Ordnung genügen. Die zweite 
Frage, ob sie auch ein vollständiges System partlieulärer Integrale ausmachen. 
wird im folgenden Paragraphen dadurch beantwortet, dass gezeigt wird. dass 
sie nicht nur keiner linearen, sondern überhaupt keiner homogenen Relation 
genügen. mit anderen Worten, dass die auf sie bezügliche Constante Ü niemals 
verschwindet. 


$.8. Darstellung der Gonstanten Cin Function der Exponentena, d,...,« 

Um den Beweis der Möglichkeit, jede gegebene Vieleckslläche F in 
eine Halbebene » conform abzubilden. zu vollenden, muss man noch zeigen, 
dass für keine Gruppe von Werthen der Exponenten «, 9, .... ı jemals die 
n—» Verhältnisse der Bestimmungsstücke der Fläche } einer in Bezug auf 
s, £, .... 3 Idenlischen Relation genügen. so dass man diese 2— 3 Argumenie 
variiren könnte, während jene Verhältnisse constant blieben. Man hat also 
10 * 
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die in $. 6 noch unbestimmt gebliebene Integrationsconstante C in Function 
der Exponenten zu berechnen. Das soll zunächst unter der Voraussetzung ge- 
schehen, dass die Argumente s, f, ..., 3 sämmtlich reell seien, und dass die 
n— 2 aul einander folgenden Seitenlängen (@P), (Ay), -. ., (01) als System 
der Functionen gebraucht werden. Ist die Beschaffenheit von Ü einmal er- 
kannt, so ist die Behandlung des allgemeinen Falles, wo die Fläche V Horizonte 
und Verzweigungspunkte enthält, nicht mehr schwer. 

Um Funclionen zu haben, die nach Potenzen und Producten von s, f,...., 3 
eniwickelbar seien, ohne dass Logarithmen auftreten, seize man zuerst voraus, 
dass keine Seite mit (ze) parallel sei, und wähle die aus den Ecken (Pf), 


\ 


(7.» +, (1) auf die Seite (za) gefällten Perpendikel als Functionen. Ist 
ec“ Ddo = (—- w)"(1— w)P"(1— sw)! (1—- tw)... .(1—- zw) "do — dV 
) e.;% IR ) \ 
der Integrand (der die Elemente der Seite (z«) positiv darstellt). so geben 


1 
die Integrale, deren Wege rechtläufige, resp. von 1 aus um 0, von — aus 


) 1 M 
um 0, 1, von 7 aus um 0, 1, — und so fort, geführte Schlingen sind, 
ss 


die doppeiten Perpendikel nach Grösse und -Richtung in Bezug auf (z«) 
als Realitätslinie. Um z. B. das doppelte aus der Ecke (2) gelällte Per- 
pendikel zu berechnen, gestalte man den Integralionsweg zu einem Kreise 


14 
’ i i e U 
um 0. der von = ausgeht und dahin zurückkehrt, und setze = ur; der 
u 


Integrand wird dadurch zu 


Pe p 1 5-ta+ß+y N werßtr ' 4 w)' "(14 A 1+ a —) wi; ty Tr | 
x (14 =y (14 ” 4 (14 7 r dr. 


Bedeuten 4, u, v; S, 0, ..., e nulle oder positive ganze Zahlen, die resp. 
den Exponenten /, y, d; s, ©, .... ı zugeordnet sind, und selzt man 
o—= —(A+u+rv)+5+o+- 


so ist der allgemeine Term der Entwicklung 


Pi-H-—P) “ : 
-NTa-srarı, Wa Gni, 


X vw... 2? (— \07 | yatß +y+d— +0 (414-y) Id. 


° ) X s’ -i— 1 gi 2 Wr (a+Pß+ y+ ö+o) 


Selzt man, um abzukürzen, « = 1—a, f =2?—(a+P), y = 3—(a+ß+Yy) :---; 
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'—1+z, so ist hier 


ji . | Wee eine reehtläufige 
/- 1) wert (I+- ww) dw me re 





Schlinge aus i um 0) 
2in(—1)’I(e) 2inT(e) IT 2 — e)T'(1—0'+0) 
I(ö'— o)I(?—e+0 Tö)m2—e) TA—I)Tı2—E-+0) 
Zinl'(e) I ö')T'ie' -1— 0) 


TOTER) Te@—IT(0— 0) 
(Den ersten Ausdruck mag man für ein posilives, den zweiten für ein nega- 
iives o gebrauchen). Multiplicirt man die (2—3fache Summe mit einem 
solchen Factor, dass ihr Anfangsterm den Coefficient 1 bekommt, und be- 
zeichnet sie dann mit f,, so ist 
"(A 4 1— 5) 


Prös...e\ 


 T(?— €) P(i—0'+-0) 





‚= 27 ——lI — PT, rer. über ( M ) 
[. TA— o)T(2— €'+- 0) IA— AM I(A-+l) Auvs&...o/ 
 oY-1—u dl „N 0,8 o . . ı . 

x st ee lee 2 A (wo o= —(A+u+v)+s+ 0o++e). 


Das Integral hat den Werth 
-Rinl'(e) / 
IKO)T(2—e) '“ 
gleich dem (—2i)fachen Perpendikel, das aus der Ecke (e) auf die Seite (z«) 
gefällt ist. Daher ist 


wa f ine. («a P\+ sind. (Pr sin (v0) -+ sin 10. (de 
mu, no nn Ju — MB. I) SINTTD.(PY)TSMTY.(YO) TSINTIV .(dE). 
Miö)lı2 — €) A v‚ et N (VE, 


Weil für die Bildung des Functionaldeterminants nur der letzte Term rechts 
von Belang ist, so hat man zu beachten, dass 
ı I\&) (es) IA — 0’) 
re Ten " " Ta 
Das Product aller solchen Factoren ist 


T(@)T(A) Typ)... C(O)Te) 


pP | bi ar ae 
1—P') d— z')...d— 0) U A— x) 





Daher ist 
Al(eß), (By) .-.„(0)) = P.Alfsfas--- fi); 


also 
C((aP),(Py) ---; (01)) Hr RE 


\ i u ® U 3 r 
Man denke sich nun s, —., Tu ee du alle sehr klein (z. B. 
u’ : uU J 


von derselben Ordnung) und suche den niedrigsten Term in der Entwicklung 
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von Alfı»fs>::-»f.). Der Beginn der Entwicklung von f, z.B. ist 


1-1 ,,I—1 Im 
fi = tea? 114 Zla-9%+4-n%+(-B)u] 


i—0d' T[, ® ' N: ER Z ) 
+3 [1-92 +4-9 24.49]; 


of. of 


u 6) ofı Ö 
in der Zeile f,, Pain - sind also die Terme U TE a alle 





u 
78 0% ou ’ 0’ ’ % 
von derselben Ordnung, der niedrigsten, während die vorangehenden Terme 

I np 

O u OÖ il .. m . . [2 [3 
fs 6° 2 von höherer Ordnung der Kleinheit sind. Hieraus erhellt, dass 


der gesuchte niedrigste Term des Determinants derselbe ist wie in der Ent- 








‚of 6 of: 
wicklung des Products f, 20 a :, Nun ist 
Os ol 0% 


Ä of: > ie 6) 54 2 
fi —1+---, Ar — (AI) "+, a8 IT L.., 


os ot 
o A 4 } ) ) oO s ' 
Ar - 1) +... u (fee 3” zu u et aaa FERER 
ou | 03 k i . 
also 


Cfßs---f£) = (P-ÄV)(Y-2)...(0-1); 


denn das Product der transcendenten Potenzen von s, f, .... 3 ist nichts 


anderes als der niedrigste Term in der Entwicklung der Function K. Hieraus 
folgt aber 

F(e)T(P)...T'ie) 

(I? TAi—x) ’ 





C((«ß), (By), ...(01)) = 


ein Ausdruck, der nicht verschwindet. wenn auch eine der Seiten mit (z«) 
den Winkel x bildet. Die Bedingung, dass keine Seite mit (z«) parallel sei. 
fällt daher von jetzt an weg. 

Um endlich noch für Horizonte und Verzweigungspunkte Rath zu 
schaffen, schalte man zwischen 1 und s, der fallenden Grösse nach geordnet, 
die reellen Argumente 


ri RER er EN A a 
mit den Exponenten (die vorläufig noch alle positiv gedacht werden mögen) 


Be Aa a a a 
atn ] r Ga r 1: - _® . „1 li } " Vj | +; . F R vn »} ü a 
ein. und zwar so, dass sie ein gewönnliches Vieleck möglıch machen; es sel 


E Y ; > ZAaE f 7 \ ’ RR‘ (,,'\ \\ 
Ü ng C((ap), (PA,), (A,d,), sa ll, v(YO) ... dı)). 


Man führe nun &® von 1 aus südlich an allen Polen —. nördlich an allen 
u 





N) 


Dete 


erse 








südli 
heiss 
die 


führı 


Au 


\ Ä J 


in d 
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1 Pr ” | .. . 1 . 
Polen —. südlich an allen Polen . nördlich an allen Polen - vorbei nach 
we? r 


- 


und bezeichne das entsprechende Integral mit (Ay); es ist bestimmt, im 


h) 
Determinant Alla), (PA)... (u, y) (YO). .... (0ı)) die Function (w,y) zu 
ge .. . 1 n “ 1 

ersetzen. Dann führe man » von OÖ aus südlich an 1. —. nördlich an —. 

4 q 2 
, 1 NZ 1 1 1 1 
südlich an —, nördlich an I rer vorbei nach — : das Inteoral 
1 f , ie r e 


heisse (@u,) und soll (w,_,«,) ersetzen. Man fahre so rückwärts fort. bis 


die Integrale (@w,). .... (@w,) in den Determinant gebracht sind. Dann 


| u 2.0 AR | 
führe man w von O aus nördlich an 1, südlich an —. nördlich an —. südlich 


’ 


q 4 
1 | u 1 j 
am —. 2.2.2 —— vorbei nach —.: das Inteeral heisse («wu und ersetze 
r Pi: r “ 
1 % 
(u, _,4,); man fahre so rückwärts fort. bis die Integrale («u,). ... (au 


in den Determinant gebracht sind. 


4 # 
a w ’ . l i r i 
Ferner führe man w von O aus südlich an 1. . nördlich an 
4 q 
1 ] ix j a u sa 1 
> 22.2. —— vorbei in einem kleinen rechtläuficen Kreise um — herum und 
4 1: j 4 


dann auf demselben Wege nach O0 zurück; das Integral heisse (@4., und er- 


seize (4, ,4,); man. fahre so rückwärts fort. bis die Integrale («A 


- 


ab) .... (@4,) in den Determinant gebracht sind. Nun führe man » von 

| DEE WE 4 m; TR 

0 aus nördlich an 1. südlich an 6 “2... — vorbei in einem kleinen 
q g; q 


a ia | | 
rückläufigen Kreise um — herum und dann auf demselben Wege nach 0 
Y ä 


zurück; das Integral heisse («4,) und ersetize (A,_,7,); man fahre so rückwärts 


iort, bis die Integrale (@A,), («@4,). .... (@4,) in den Determinant gebracht sind. 


Wenn nun die den Functionen (aP), (ak... .... (eu) (By) »... (Öı 


;? \ 4 
entsprechende Constante einfach mit C bezeichnet wird, so ist 


sinsz A sinn 4 


EA 


C = ee" (2a) 7] 
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weil aber 
N "yv a £ f 4 v/ \ vr ! T(«) IX)... IXKı) 
© = III (4). /II%).7 INN nn 
\(#) ) I (44) I (d ) (1 TA1— x) 
ist, so folgt 


+ N he IIT (u). ' 
C = ers) (2m)" T(u).TIT'(w) FA)T(P)...T() 








“r) Mia-n.NOrt-N) Tilo 
1 1 1 1 FEN 
Jetzt bewege man die Pole he 5 a ee = von der Realitäls- 
ı I; "m 
linie weg in die nördliche Halbebene und bringe die Pole LG a: ..., a 
= q, ’r q, 
:; ; u s nz 
&; Be die südliche Halbebene, so dass sie resp. mit jenen conjugir! 
wu / 


ı m 


werden. Es ist vorausgesetzt, dass »„—2+42/—4A4m positiv sei. Nun variire 
man alle Exponenten, so dass stels 


ZI+ IF + Fu+FwW+a+ß-+-- +2 = n-2, 
und dass a, P, ..., % positiv bleiben, bis diese die gegebenen Werthe an- 
nehmen und A=4=—1, #v—=w'=2 geworden sind. Dann ist N =m (mod 2), 


und man hat 


C = (-1”+ Ham DEP. ie) i 





Die zwei an Werlh conjugirten Functionen («A,), (@4,) bestimmen die 


Oe- 


wen y d j 1 
Projeetionen der Verschiebung der Ränder der zum Horizontbild — g 


l 
hörenden Kluft; und die zwei Functionen («u,), (@:t,) bestimmen die Coor- 


“ 
7“ 


. . . . 1 
dinaten des Verzweigungspunkis, Originals von —. und so fort. 


Der in $. 6 beschriebene Determinant / der »—2 Beslimmungsstücke 
einer zerklüfteten und im Innern mit Verzweigungspunkten versehenen Viel- 
ecksfläche V kann also nie verschwinden. Der am Ende von $. 2 beschrie- 
bene Näherungsprocess, durch den ein gegebenes geschlossenes Vieleck er- 
reicht wird, ist daher immer möglich. 

Bern, 24. August 1873. 
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Zuar Theorie der zusammengesetzten Gruppen. 


(Von Herrn E. Netto.) 


Die nachfolgende Arbeit beschäftigt sich mit einem für die Theorie 
der Substitutionen wichtigen Gegenstande, nämlich mit den zusammengeesetzten 
Gruppen. Herr ©. Jordan hat demselben in seinem Trait@ des substitutions el 
des equations algebriques mehrere Paragraphen gewidmet und ist auch in 
späteren Untersuchungen, besonders in Liouvilles Journal (2) XVI. 1561. auf 
dieses Thema zurückgekommen. Gleichwohl blieb in dieser noch jungen 
Theorie Manches einer weiteren Aufklärung vorbehalten, und da es mir ge- 
lang, einige Lücken derselben auszufüllen und mehrere verwandte Gegenstände 
in schärferes Licht zu setzen, so hielt ich dies für hinreichend, die Veröffent- 


lichung des vorliegenden Aufsalzes zu rechtlerligen. 


$. 1. 

Die einfachsten in der Theorie der Substitulionen auftretenden Begriffe 
als bekannt vorausgesetzt, erläutern wir nur die folgenden. Die Substitution 
a'ba = b’ heisse die Transformirte von b durch a. Ist a 'ba=b also ab=ba, 
so sind die Substitulionen «a und 5b mit einander verlauschbar. Wenn die 
Substitutionen 1, g,, 9, -.. einer Gruppe @ so beschaffen sind, dass a g,a=g,. 
so nennen wir @ permulabel zu a, oder wir sagen, da aus der obigen Glei- 
chung ag; = g,.9,a folgt, @ ist mit @ bis auf Substitutionen von @ vertauschbar. 
Wenn allgemeiner die Substitutionen zweier Gruppen @ und J/ so beschaffen 
sind, dass 9,h; = k.h;g. ist, wo %k einer dritten Gruppe K angehört, so heissen 
@ und H vertauschbar bis auf Substitutionen von K. Eine allgemeine Gruppe 
heisst eine solche, welche vorgeschriebene Bedingungen erfüllt, ohne in einer 
anderen enthalten zu sein, die denselben Bedingungen genügt. 


0 0 
ve) uw) 


$. 2. 

Eine Gruppe ist zusammengeselzt, wenn sie eine andere enthäli. welche 
mit ihren Substitulionen permulabel ist. Ob diese zweite Gruppe auch gleich 
Eins sein oder mit anderen Worten. ob jede Gruppe als letzte einer Reihe 
auftreten kann, und unter welchen Bedingungen dies möglich ist. wird sich 
später entscheiden. 
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Eine Reihe von Gruppen 
Ed A A A ea 

heisse die zu @ gehörige Grundreihe, wenn jede Gruppe derselben eine all- 
gemeine in der vorhergehenden enthaltene und. mit den Substitutionen von 
@ permutable ist; es ist also 9g7'Jg, = J. Die Reihe (1.) heisse die zu @ ge- 
hörige Reihe, wenn jede Gruppe derselben eine allgemeine in der vorher- 
gehenden enthaltene und mit den Substitutionen derselben permutable ist; es 
ist dann also h;' Jh,=J, ohne dass g7' Jg, gleich J zu sein braucht. Möglicher- 
weise stimmen beide Begriffe in gewissen Fällen überein. 

Betrachten wir (1.) als Grundreihe, so kann die Reihe, welche ihr 
entspricht, oder eine derselben 
CE nm EZ a a  FAuSUENE „A 3 TEEEENET, 
dadurch bestimmt werden, dass man H) als allgemeine in 4%" enthaltene 
und mit den Substitutionen dieser Gruppe permutable Gruppe feststellt, welche 
zugleich J enthält. H wird dabei als H aufgefasst; die Gruppen Ho, Jo, 
kK, ... [e—1] mögen Zwischen-Gruppen heissen. 


S. 3. 
Die Ordnungen der verschiedenen Gruppen der Reihe (2.) mögen be- 
züglich 


KG ( ) 0 
(3) 0, ) 0 0 ( 0 








pP’ pp’ ppp"’ "pp pP’ pp... pdg’ p...gg?’ 

sein. Die Werthe p, p', ... 9 9, ... heissen die zu H, H,...J, J,... 
gehörigen Factoren der Zusammensetzung. Da H in @ enthalten ist, so kann 
man die letztere Gruppe durch Multiplication der Substitutionen von H mit 
gewissen anderen Substitulionen 1, yı, Ya» - -- Zus ++ Y,-ı eines Systems /' 
erhalten. Dies werde durch 





G=Hy,=Hr 


ausgedrückt. Aehnlich ist 
4) H=HH, H=H'W, ... G=H"’WHI=.... 


Dass die Anzahl der 7 gleich p gesetzt werden musste, ist einleuchtend. 
Weil ferner die Gruppe //' mit den Substitutionen von H permutabel ist und 
weil H in H enthalten ist, so wird in leicht verständlicher Bezeichnung 
hm = h, oder n,h,—=h,n,. Speeialisirt man A, und selzt für A, gemäss 
H= H”W den Werth A,=h,n, ein, so ist 7,7„=h,n,n,. Da diese Glei- 
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« 


chung für jedes A, « gilt. so ist auch HH’= H"’H’H und daher, weil auch 
HH'=H'H, 
(9.) H=H"WH=H"HH=HH"H =... 


Man darf also in diesen Ausdrücken für @, H, ... die einzelnen Systeme von 
Substitutionen beliebig vertauschen. 


$. 4. 

Wir kommen jetzt zur Untersuchung der Umstände, welche eintreten, 
wenn auf eine Gruppe der Reihe oder auch der Grundreihe von @ gleichzeitig 
zwei andere Gruppen folgen. Geseizt J und ‚’ seien diese beiden auf H 
folgenden Gruppen. Die Substitutionen, welche J und JS’ gemeinsam ent- 
halten, bilden eine Gruppe M; es sei MI=,J und NM! = JS‘. Der Ausdruck 
bel ie sehört zu J; denn J ist mit den Substitutionen von H, also auch 
mit denen von J’ permutabel, so dass i,i,'i, ‘, ist; daher wird auch ;,. 
zu J gehören. In ähnlicher Weise folgt, dass der obige Ausdruck auch zu 
J' gehört. Er wird folglich in J und ‚/’ zugleich enthalten sein, d. h. in der 
Gruppe M. Folglich ist 


a \ > A > Ru 
(6.) 2,1; 10 13 — m, s 1,13; = M,';z a: 


[04 


Specialisirt man die ©, und ö, und bezeichnet die Substitutionen von / und 7 
mit x und «, so wird aus (6.) 


(d.) KM ML: MM: ls M,Izle 


Hieraus folgt, dass die Subslitutionen des Systems MIT eine Gruppe bilden. 
Denn aus (7.), ergiebt sich 


Mtzl, MM, tg M,t, tt MM. M, tt, = MM tz. = Mlglr- 


Die so erhaltene Gruppe ist mit den Substitutiionen von H permutabel, da 
ihre Theile m,:, und m,ı, es sind; sie ist allgemeiner als J oder J’, da sie 


beide ‚enthält: sie muss daher mit H zusammenfallen, weil sie — in H ent- 
halten — sonst der Voraussetzung widerspräche. der gemäss J und J' all- 


gemein sein sollten. Es ist folglich 
8) BKaiir=J/E = FE 


Die Anzahl der m, d.h. die Ordnung von M sei x; die Anzahl der ı und 
' . en . . . . . 

ı sei bezüglich y und y'; dann ist die Ordnung von J gleich zy, die von 
J' gleich xy’ und die von H gleich zyy'. Andrerseits seien die Ordnungen 
2” 
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0 





=) 0 
von H, J, J bezüglich —., .—— 
p’ pa’ pg 
’ 0 
Zahlen-Reihen, dass x = ——: 
pgg 
Endlich lässt sich nachweisen, dass M eine allgemeine in J enthaltene 
Gruppe ist, welche mit den Substitutionen von J permutabel ist. Denn gäbe 
es zwischen beiden eine allgemeinere Gruppe N, welche M enthält, in J ent- 
halten und mit dessen Substitutionen permutabel ist, so wäre 


; dann ergiebt ein Vergleich beider 


9.) nen nun = N,-M, —ny, 


weil n,isn, iz in der Form i, isi, ig enthalten, also nach (6.) gleich m, ist. 
Aus (9.) folgt, dass N auch mit den Substitutlionen von J’ permutabel ist; mit 
denen von J war es aber der Voraussetzung nach permutabel; folglich ist es 
auch mit denen von # permutabel, da nach (8.) H aus J und J’ zusammen- 
gesetzt werden kann. Nun sei J=Ni,, dann ist H — Ni,i;. Wir betrachten 
die Substitutionen von der Form Nt;. Diese bilden eine Gruppe. Denn 


Nolan, nen N,N Igt, = Nylus 


weil 1,1, als Produet zweier zu J’ gehörigen Substitutionen — m,ı, gesetzt 
werden kann. Diese Gruppe N, ist ferner mit H permutabel, da dies mit 
N und mit M«, der Fall ist; sie enthält J’'= Mr, und daraus ergiebt sich, 
dass J" nicht allgemein sein kann. Dies streitet aber gegen die Vorausselzung, 
so dass die Annahme von N zu verwerfen ist 


De . 


Hieraus fliesst der Lehrsatz. 

Folgen in der Reihe von G auf eine Gruppe H zwei Gruppen J und 
JS mit den Factoren der Zusammensetzung q und g’, so kann man auf jede 
dieser beiden ein und dieselbe bestimmte Gruppe M folgen lassen mit den 


Factoren q bezüglich q; diese Gruppe ist mit den Substitutionen von H per- 
mutabel. 


S. 9. 
Lehrsatz. Giebt es verschiedene zu G@ gehörige Reihen, so liefern 
diese dieselben Factoren der Zusammensetzung”). 


Der Beweis, welchen Herr €. Jordan von diesem Theoreme giebt, ist nicht 
ausreichend. Herr Jordan führt in $.58 seines „Traite ete.* Systeme von Substi- 
tutionen A Ah’ k_ ein und behandelt diese als Gruppen, ohne diese Eigenschaft derselben 
nachgewiesen zu haben. 
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Beweis. Ist neben der Reihe (1.) noch eine andere 
a Er HE, 
vorhanden. so mögen diese in den beiden ersten Gliedern übereinstimmen, so 
dass H= H' ist, während J von J’ verschieden sein soll; die zu diesen beiden 
Gruppen gehörigen Facloren seien q und qg. Dann kann man nach dem vorigen 
Paragraphen zwei Reihen 
EEE (10'. GE, &, 

aufstellen, bei welcher K’” den Factor g’ in (10.), und y in (10) hat. Die 
Reihen (1.) und (10.) einerseits und (1’.) und (10'.) andrerseits stimmen bereits 
in drei Gliedern und also auch in drei Factoren überein, während (10.) und 
(10'.) abgesehen von der Folge in allen Factoren übereinstimmen. Gilt der 
Satz also für (1.) und (10.), so wird er ebenso für (1’.) und (10), d. h. er 
wird auch für (1.) und (1’.) gelten. Der Beweis beschränkt sich also jetzt 
auf die Reihen (1.) und (10.). Sind diese noch von einander verschieden, 
so kann man zwei neue Reihen aufstellen, welche mit beiden in je vier 
Factoren übereinstimmen u. s. w. Da nun (1.) nur eine endliche Anzahl von 
Gliedern hat, so folgt aus diesem Verfahren, dass man schliesslich auf Reihen 


mit übereinstimmenden Factoren gelangt; und dadurch ist der Satz bewiesen. 


6. 


Wir gehen jetzt zur Untersuchung der hauptsächlichsten Eigenschaften 


RR 


von Zwischengruppen über. Geselzt, es seien zwischen H und J Zwischen- 
gruppen vorhanden, und 4, sei eine der unmittelbar auf / folgenden. dann 
transformiren wir AH, durch alle Substitutionen von @ und erhalten dadurch 
Gruppen, unter denen von einander verschieden sein mögen 


0 A 


Da nun H, mit den Substituiionen von FH permutabel ist. so ist auch 
g, H,g.=H, mit g,' Ag,= H permutabel. In gleicher Weise ergiebt sich, 
dass alle Gruppen H,, ... H, die nächste Hauptgruppe J enthalten. Nun 
möge H,, diejenige Gruppe bezeichnen, welche alle Substitutionen enthält, die 
zugleich in H, und //, vorkommen; dann bilden wir die Reihe 

sl en A 


Gesetzt nun, es wäre H,.= H,,—=K, so können wir setzen. da H.. H, und H, 
die Gruppe K enthalten: 
B= Re, BE, Hase; 
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also nach $. 4: 
H=Hb,= H,;e,. 
Bezeichnen wir die Substitutionen von H, mit 1, hr Ir. 
letzten Gleichung. dass H aus den Substitutionen 
PO ER h>. h;. 
dr ab, ab, ab, 
b, Ab, Abe, hrb., 


.., So folgt aus der 


oder auch aus den Substitutionen 
I, h, h, h;, 
% dc, Ka, a 


cr ha, «a, 6, 


besteht. Beide Complexe müssen also übereinstimmen. Ist nun 
h.b,=hze, und h,b, = hze,, 
so folgt daraus 
b,=h,.c,=h,c,, 


und daraus weiter 

o„=hse,, ha=c,c". 
Dies ist nach der bekannten Bildung der obigen Schemata unmöglich, wenn 
nicht e,=c, ist, so dass 


h,b,=hze,; h,b,=hyec,, 


d. h. die obigen beiden Complexe entsprechen einander reihenweise, und wir 
können setzen c,—=h,b, oder, da eine derartige Gleichung für jedes A besteht, 
e, = ih. 

Es ist also 
H,=Kc,=KH,b,= Ka,b,. 


d. h. jede Substitution von H, ist in der Form H,.H, darstellbar, sobald 
H,= H,, ist. Tritt nun dieser Fall ein, so unterdrücken wir in der Reihe 
H,, H,, ... H, die Gruppe H, und in gleicher Weise alle ähnlichen. Hervor- 
zuheben ist dabei noch, dass die den Gruppen H, und H, gemeinsamen Sub- 
stitutionen (die der Gruppe K) auch den Gruppen H,, H,,. H, gemeinsam waren. 
Jetzt bilden wir von neuem die reducirten Reihen 
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u; 
> u... 
a Me ie 4 


wobei H,s, die den Gruppen H,, und H,, gemeinsamen Substitutionen ent- 
halten möge. Ist nun z. B. H,., = H,,, so würde wie oben folgen, dass jede 
Substitution von H,, auf die Form H,,.H,, gebracht werden kann, und dass 
alle Substitutionen, welche H,, mit H,, gemeinsam hat, auch H,. H,,. H,, ge- 
meinsam haben. Mit anderen Worten heisst dies letztere: Die Gruppe der 
gemeinsamen Substitutionen von H,, H,, H, ist auch die der gemeinsamen 
Substitutionen von H,. H,, H,. H,. Tritt also der Fall ein, dass H,., = H,... 
so reduciren wir die Reihe H,, H,, ... H,, indem wir H, und alle Gruppen 
von entsprechender Eigenschaft unterdrücken. In gleicher Weise fahren wir 


fort und gelangen dadurch zu den Reihen 


er werın 
u! a ne 
un ul, 
H..u5 


hierbei werden nicht zwei Gruppen einer Reihe einander gleich sein und die 
Gruppe der Substitutionen, welche H,, H,, H, mit einander gemeinsam 
haben. wird identisch sein mit derjenigen der Substitutionen, welche H,, 
H,, ... H, mit einander gemeinsam hatten. Die erstere der beiden Gruppen 
H,,.. ist daher gleich H,, , und deshalb mit J zusammenfallend. Denn trans- 
formiren wir die Gruppen #,, ... #, durch eine beliebige Substitution q von @, 
so gehen diese Gruppen in einander über; keine entsteht aber zweimal, weil 
sonst aus y'H,g=g"H;g folgen würde gg 'H,gg "= H,=H;:; es wird 
also durch jene Transformation die ganze Reihe H,, H, wiedererzeugt: 
jede Substitution aus //,, , geht also in eine andere derselben Gruppe über. 
Es ist daher 4, , und auch H,, . mit den Substitutionen von @ permutabel. 
Da ferner jede Gruppe des obigen Schema die Hauptgruppe J enthält, so muss 
H...=J sein, weil J eine allgemeine Gruppe ist. 

Nach früheren Sätzen ist jetzt ersichtlich „ dass wenn der Factor von 
H, gleich £ ist. die Factoren für H,, 
dass ein gleiches für H,. Hı. ...: Hin, 


von H, so erhält man für die Reihen des obigen Schema bezüglich die 


H, denselben Werth haben. und 
eintritt. Ist also O0 die Ordnung 
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Ordnungszahlen 
0 0 0 0 


ee a u ie 
J = H,, „ist die Gruppe, welche den beiden Gruppen H, „>. und Hn.u—2,.u 
gemeinsam ist. Diese können wir daher bezüglich durch JH, und JH,_, be- 
zeichnen; jeder der Complexe H enthält 7 Substitutionen: H,,._. wird gleich 
JUH,H, = JH,_H, us. f.;, H wird gleich JH,.H,.H,...H, werden. Die 
Complexe H, und H, (@ =) haben ausser der Substitution 1 keine andere 
gemeinsam. 

Wie wir bisher die Gruppe 4, zu Grunde legten, so können wir auch 
jede andere z. B. H, gebrauchen; dann wird die Gruppe, welche dem J vor- 
hergeht, #,, ._ı. JH, werden können u. s. f.; kurz es herrscht eine voll- 
kommene Symmetrie unter den H. Nach $.5 ist, weil auf JH,H, sowohl 
JH, als JH, folgen kann. H, mit den Substitutionen von H,; permutabel bis 
auf Substitutionen von J. Es gilt also dasselbe auch für je zwei Gruppen 
H,;,. und H,... da diese aus J und den H zusammengesetzt sind. 

Die Resultate der vorstehenden Untersuchung fassen wir in folgenden 
Lehrsalz zusammen: 

Griebt es zwischen zwei in der Hauptreihe von @ aufeinander folgenden 
Gruppen H von der Ordnung O und J von der Ordnung 0" Zwischengruppen, 
so ist 0 = 0'.t", wenn die Reihe von G zwischen beiden u—1 Reihen von 
Gruppen zählt; es existiren dann ıı Complexe von Substitutionen H,. H;.... H, 
derart, dass jeder von der Ordnung I ist, keiner mit einem anderen ausser 1 
eine Substitution gemeinsam hat, jeder mit den Substitutionen jedes anderen 


bis auf solche von J vertauschbar ist, und dass 
H.= JH,B....H,. 
Betrachten wir die letzte Gruppe der Hauptreihe von @, so ergiebt sich un- 
mittelbar der Zusatz: 
Die letzte Gruppe Q der Hauptreihe von G besteht aus einer oder 
mehreren Gruppen H,. H,. ... H, von gleich hohem Grade, derart dass eine 
jede mit den Substilutionen der anderen verlauschbar ist, und keine mit einer 


anderen eine Substitution (mit Ausnahme von 1) gemeinsam hat. 


ww: 


Für die Theorie der algebraischen Gleichungen sind die sogenannten 


fransitiven Gruppen von besonderer Wichtigkeit. weil sie den irreductiblen 
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Gleichungen entsprechen; aus ihnen lassen sich die nicht transitiven Gruppen 
durch Aneinanderschiebung zusammensetzen, wie jede reductible Function 
durch Multiplication irreductibler Factoren gebildet werden kann. Es möge 
daher für diesen Paragraphen die zusammengeseizte Gruppe @ als transitiv 
vorausgeselzt werden, d. h. ihre Substitutionen sollen es gestatten, auf ein be- 
liebiges Element ein beliebiges anderes folgen zu lassen. Die Substitutionen 
der nächstfolgenden Gruppe # der Hauptreihe mögen ferner die Elemente 
ds A, -.. a, und nur diese unter einander verlauschen. Giebt es dann noch 
ein anderes Element b,,. so wählen wir die Substitulion g so, dass sie b, auf a, 
folgen lässt, und A, so, dass sie auf «a, folgen lässt a,. Dann wird g” hg h 
für =1, 2, .... r das Element 5, durch b,. b,, ... b, erselzen. Es ist 
unmittelbar ersichtlich, dass die 5 untereinander und von den a verschieden 
sind. Ferner lassen die Substitutionen von // auch nur die b,. ... b. auf- 
einander folgen; denn gehörte zu ihnen noch ein b,,,, so könnte man rück- 
wärts auf ein a,,, schliessen; das widerspricht aber der Voraussetzung. Es 
theilen sich daher sämmtliche Elemente in Systeme zu je r derart. dass die 
Gruppe H in Beziehung auf jedes einzelne System transitiv ist ohne aber die 
Systeme untereinander zu verbinden. Möglicherweise ist aber die Zahl dieser 
Systeme auch gleich Eins, d.h. 4 ist ebenfalls für alle Elemente transitiv: 
und dass diese beiden Fälle auch wirklich eintreten, erkennt man an der 
Gruppe @, welche aus den Substlitulionen 
1. (a,a;.)(b,b,); (a,b,)(@b.), (a,b.)(a,.b,); (a,a,), (b,b.), (a,b,a.b,). (a,b,a,b, 
besteht. Die nächste Gruppe ihrer Hauptreihe H, welche aus den vier ersten 
dieser Substitutionen besteht, ist ebenso wie @ transitiv. während die darauf 
folgende Gruppe J, welche die beiden ersten Substitutionen enthält. nur die 
Elemente a, und «, einerseits, b, und b, andrerseits mit einander verbindet. 
Was von der einen Gruppe der Hauptreihe bewiesen wurde, gilt ebenso für 
alle folgenden, so dass wir den Satz aussprechen können: 

Jede Gruppe der Hauptreihe theilt die Elemente in Systeme von gleicher 
Gliederzahl derart, dass die Substitutionen der Gruppe nur die Elemente der 


einzelnen Systeme untereinander verbinden. Die Zahl der Systeme ist für 


jede Gruppe ein Vielfaches der Zahl der Systeme vorhergehender Gruppen. 


Zugleich erkennt man: 
Es giebt keine Substitution, welche zwei Elemente derselben Gruppe in 
Elemente verschiedener Gruppen überführt. 


Denn gehört die Eintheilung a,, a. ...; bi» bs» ...5 Cı. © ».. zur 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIIE. Heft 1. 12 
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Gruppe H, und hätte g die Form (a,b,...a,€,...), so würde 'Hg=H auf b, 
das Element c, folgen lassen; das ist aber dem Begriffe der Systeme wider- 
sprechend. 

Anders wird die Eintheilung der Elemente bei Zwischengruppen. Ist 
z. B. H transitiv in Hinsicht auf a,, a,...a,, ebenso auf b,, b,. ... b,, u. S. w., 
so folgt genau wie oben bei den Hauptgruppen,. dass die a gleichfalls in 
Systeme gleicher Gliederzahl für jede folgende Zwischengruppe H,, H.., 
zerfallen; für die 5 folgt dasselbe u. s. f. Es lässt sich aber nicht nachweisen, 
dass eins der Systeme der a in H, dieselbe Gliederzahl habe als ein solches 
der d. Denn hierzu wäre eine Substitution von H nothwendig, welche ein 
a in ein 5 überführt. Dergleichen giebt es aber nach der Voraussetzung 
nicht. Ist nun die Zahl der Elemente für die Systeme der «a, der b, der 
€, ... in H bezüglich r,, r,, r., ...,. und transformirt man 4 durch die 
Substitutionen von g in andere Zwischengruppen z.B. in H,, so wird die 
Zahl der Elemente der a durch eine andere der Zahlen r z. B. durch r, er- 
seizt werden; ähnlich für H, durch r,, ... Geht man also zur folgenden 
Zwischengruppe H,, so wird die Elementenzahl ein Theiler von r, und r,, 
bei H,,, von r,, r,, r. werden, in dieser Weise gelangt man bis zur nächsten 
Hauptgruppe; doch brauchen r,, r,, r., ... nicht alle verschieden zu sein. 


$. 8. 

Es mögen nun J und K zwei in der Reihe von @ aufeinanderfolgende 
Gruppen sein, und s, eine der Substitutionen, welche J angehören ohne in 
K enthalten zu sein. Bilden wir nun die Potenzen von s,,. so soll si die 
erste sein, welche zu K gehört; s; kann den Werth 1 haben. Jetzt trans- 
formiren wir s, durch alle Substitutionen von J und erhalten dadurch die Reihe 


Si» 83» ».. 8); dann wird auch keine von diesen K angehören, weil aus 
i'si=s,=k, folgen würde ik,0'=s,. Das ist aber unmöglich, weil K 


mit den Substitulionen von J permutabel ist. Weil ferner 


ER .—_ı K A 
it 8 uud 77 FE u 


‚a—1 a 


$ı /) me = 


ist. so folet, dass auch bei diesen Substitutionen die »!° Potenz die erste in 
K auftretende ist. Die Gruppe (K,s,....s;) wird nun K enthalten und ausserdem 
noch andere Subslitutionen, in J enthalten sein und mit den Substitutionen von 
J permutabel werden. Das letztere folgt daraus, dass die Transformirten von 


“ 


Si» ... s; dieselbe Reihe wieder erzeugen. Es muss also. weil es zwischen J und 
I keine Gruppen giebt, (K,s,....s,;) = J sein, oder es ist jede Substitulion i 
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von der Form k,s"s...s/%, wobei m=0,1,... »—1 sein kann. Gesetzt 
nun, » wäre keine Primzahl und p ein Primfactor von », so wird die Gruppe 
(K,4,8,..:.8) gleichfalls K enthalten, in J enthalten sein und mit den Per- 


—1 „ap: ‚ap 


mutationen von J permutabel werden, da @” s/i=s 


“1. 


wird. Es muss also 
auch die neue Gruppe mit J zusammenfallen. Bedenkt man ferner, dass jede 
Substitution gleich viele Cyelen von entsprechend gleicher Gliederzahl mit 
ihren Transformirten hat, und dass s/. s/. ... s/ die Transformirten von einer 
unter ihnen sind, so ergiebt sich der Lehrsatz: 

Jede Gruppe der Reihe von @ ist aus der nächst kleineren durch Hin- 
sufügung einer Anzahl von Substitutionen ableitbar, welche von gleicher Ord- 
nung sind, gleich viele Cyelen von entsprechend gleicher Gliederzahl enthalten 
und bei denen eine Primzahlpotenz die erste ist, die zur nächst kleineren 
Gruppe gehört. 

Für die letzte Gruppe der Reihe ergiebt sich der Zusatz: 

Die letzte Gruppe einer Reihe wird durch eine Anzahl von Substi- 
tutionen von Primzahlordnung gebildet, die einander ähnlich sind. 

Genau dieselben Betrachtungen führen zu gleichen Resultaten. wenn 
es sich um die Gruppen der Hauptreihe handelt. sobald man die Substitution 
s, nicht nur durch alle Substitutionen der vorhergehenden Hauptgruppe. sondern 
der Anfangsgruppe @ transformirt. 


©. 9. 

Bekanntlich besteht das Criterium für die Aullösbarkeit einer Gleichung 
durch Adjunction von Wurzeln darin, dass die Gruppe derselben als Factoren 
der Zusammensetzung nur Primzahlen besitzt. Mit Hülfe der bisher erhaltenen 
Resultate können wir dieses Criterium leicht in die von Galois und in die 
von Herrn Jordan gegebene Form bringen. 

Unter der Voraussetzung nämlich, dass alle Factoren der Zusammen- 
setzung nur Primzahlen seien, zeigt der Lehrsatz $. S, dass man durch Hin- 
zuflügung einer einzigen Substitution von jeder Gruppe zur nächst höheren 


® 


gelangen kann, und dass. wenn umgekehrt dies letztere der Fall ist. die 
Factoren Primzahlen sein müssen. Man gelangt also zu dem Galoisschen 
Criterium : 

Lehrsatz 1. Damit eine Gleichung durch Wurzeln lösbar sei, ist es 
nothwendig und hinreichend, dass ihre Gruppe aus einer Reihe von Substi- 
tutionen 1, s, t, ... k, i, h, g abgeleitet werden kann, welche so beschaffen 
12 * 
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sind, dass 1. jede mit der aus den vorhergehenden Substitutionen gebildeten 
Gruppe permutabel ist; 2. dass die niedrigste Potenz jeder neuen Substitution, 
welche schon in der vorhergehenden Gruppe enthalten ist 
grade sei. 

Im vorliegenden Falle sind ferner die Substitutionen einer jeden Gruppe 
J bis auf Substitutionen der Gruppe K mit einander vertauschbar. Denn es 
ist J=Ks‘, [e=0,1,...p—1]. und es wird daher 

= hstk,s = k,(kz'k,)s’.sk,s? — k,sf. hs" kst. 
Die letzte Umformung folgt daraus, dass s mit K permutabel, also s'k,s=h; 
ist. Dann folgt weiter: 

eh.) ehe ii. 

Dieser Satz gilt aber nicht nur für die Gruppen der Reihe von @, sondern 
auch für die der Hauptreihe. Denn wenn auf J die Zwischengruppen J,. 
Ir... 45 Sas »..5 ... folgen, so würden i, und ö, bis auf Substitutionen 
von Jı, aber auch bis auf solche von J,, .... J, vertauschbar sein. Die diesen 
Zwischengruppen gemeinsamen sind aber die Substitutionen der nächsten Haupt- 
gruppe K. Damit ist der Beweis für die Nothwendigkeit jener Eigenschaft 
geliefert; dass sie hinreichend sei, erkennt man folgendermassen. 

Es sei @, H, J, K, 1 die Hauptreihe von @. Wir wählen aus K 
eine Substitution %, und, wenn K ausser den Potenzen von %, noch andere 
Substitutionen enthält, eine zweite %, derart. dass die niedrigste ihrer Potenzen 
welche in der Form 47 (oder 1) erscheint, von Primzahlgrade sei. Der Vor- 
ausselzung gemäss ist A,iy= A,h,, da die folgende Gruppe 1 ist. In gleicher 


‚„ von Primzahl- 


Weise wählen wir %, ... A, so, dass dieselben die Hauptgruppe K bilden, 
dass jede mit der Gruppe der vorhergehenden permutabel ist, u. s. w. Dann 
kann man ebenso durch die Substitutionen ü,., &, ...5 Ri» las ...3... zu J, 
H, ... @ fortschreiten, derart dass die Substitutionen, welche @ constituiren, 


dem ersten Lehrsatze entsprechen. Damit gelangen wir also zu der Jordanschen 
Ausdrucksweise des obigen Criteriums. 

Lehrsatz 2. Damit eine Gleichung durch Wurzeln lösbar sei, ist es 
nothwendig und hinreichend, dass die Substitutionen jeder Gruppe der Haupt- 
reihe bis auf Substitutionen der folgenden Gruppe mit einander vertauschbar seien. 

Zusatz. Die Substitutionen der letzten Gruppe einer auflösbaren 
(Gleichung sind unter einander vertauschbar. 


Berlin. im April 1973. 
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Ueber die Vertauschung von Argument und Para- 
meter in den Integralen der linearen Differential- 
gleichungen *). 

(Von Herrn @. Frobenius.) 


Der Satz über die Vertauschung von Argument und Parameter in den 
mit Logarithmen behafteten Integralen der algebraischen Functionen ist bereits 
von Abel (Oeuvres completes, tom. II., pag. 58) auf die Integrale von Functionen 
ausgedehnt worden, welche homogene lineare Differentialgleichungen mit ra- 
tionalen Functionen als Coefficienten befriedigen. Jacobi (dieses Journal. Bd. 32. 
S. 189) hat dem Resultate eine elegantere Form gegeben, und in der neuesten 
Zeit hat Herr Fuchs (dieses Journal, Bd. 76, S. 177) an dasselbe neue 
Untersuchungen angeknüpft. Beim Studium der ‚Jacobischen Arbeit machte 
ich die Bemerkung, dass die in seiner etwas complieirten Formel auf- 
tretenden Ausdrücke eine sehr einfache Bedeutung haben. dass sie näinlich die 
bekannten Darstellungen der Integrale gewisser completer linearer Dillferential- 
gleichungen durch die Integrale der redueirten sind. Ich will hier jenen Satz 
in der Form, auf die ich ihn gebracht habe, kurz herleiten, ohne auf die Ent- 
wickelungen, mittelst deren es mir gelungen ist, in den Sinn der Jacobischen 
Formel einzudringen, näher einzugehen, und ohne die in seiner Abhandlung 
iheils bewiesenen, theils vorausgesetzten Relationen zu benutzen. 


Wenn man die beiden gewöhnlichen linearen Differentialgleichungen 


4 \ 2 ei dy | % dry 

(1 .) I Wi (y) a. Po ‚A 3 Y 5 H Pı I 2 Fr ... r Pi { q | 1 2 und 
’6£ Br ?}_ ja f su / „’ dz H d’ =, 

(2.) I x’ \ 3) Mn Yo \ Mn J Aa u; di \ a , dr 1 .... ji a G; A ) pi 


vollständig integriren kann, so kann man auch das allgemeine Integral der 
partiellen Differentialeleichung 

(3.) Fr.) = 0 
angeben. Bilden nämlich yı, %, ... 9, ein vollständiges System von einander 
unabhängiger Integraie der Differentialgleichung (1... und sind fi. fi. ... fi will- 
kürliche Functionen von x&', so ist iyıt+ kp -++f;y, ihr allgemeines In- 
iegral, und daher genügt ww» der Dilferentialgleichung 


(4.) P.(w) hy tky++tfiyi- 


*) Diese Abhandlung erschien zuerst als Gelegenheitssehrift am 31. Vet. 127: 
Feier des fünfzigjährigen Jubiläums des Herrn Director Bonnell 
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Ist {, eine Function von x’ allein, welche die Differentialgleichung 
P.(z3) = f, befriedigt, also, ebenso wie f,, eine willkürliche Function von x, 
so ist Gy opt +ü&;y, ein particuläres Integral der Differentialgleichung 
(4.), da wir annehmen können, dass Y,, %, -.. 9; die Variable ©’ nicht ent- 
halten. Wenn also z,, 2, ...z; von einander unabhängige Integrale der Differential- 
gleichung P,(z2)=0 und 7,,. 75, ... 7, willkürliche Functionen von x sind, so ist 

5.) we Sytr+optmat+n2 

das allgemeine 24 willkürliche Functionen enthaltende Integral von (4.) und 
folglich auch von der partiellen Differentialgleichung (3.). 


Wenn p,(®), pı(®). ... p,(x) ganze Functionen von x sind, so kann man 


P(-—z): 


falls dem absoluten Betrage nach x <_ x ist, in eine nach ganzen positiven 
Potenzen von x’ fortschreitende Reihe entwickeln, die positive Potenzen von 
x nur in endlicher, negative aber in unendlicher Anzahl enthält. Ist 
EC ,xc x? 
ap 
das Aggregat der Glieder mit positiven Exponenten, so kommt C,, in dem Gliede 
a? 


Aarau 


vor und ist gleich dem Coeffieienten von x“ in 


Beschreibt also 5 einen den Nullpunkt der Constructionsebene im positiven 
Sinne einfach umwindenden Kreis, so ist 


” RE 
\ 6.) Cs u /P:( 23,1 ) 
ITı w/ Sr \ 


Das Aggregat der Potenzen von = mit negativen Exponenten ist der 


Coefficient von S”' in der Entwickelung des Ausdrucks 


| m 
Re, 
=—& ’ı$—ı 


nach Potenzen von Ss, falls dem absoluten Werthe nach 2 >&5>r' ange- 
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nommen wird. Jenes Aggregat ist also gleich 


BO Bl de. 


2niJ 3 —E !\E_r 





Der Werth dieses Integrals lässt sich leicht ermitteln. Es ist nämlich 
eine Summe von 4--1 Gliedern von der Form 


! 'n,.(E) d* l s (1) (fp.(D d* 1 . 
ww | EEE u er ee ds ee = u. 2 re 1 ds. 
anni) z—E da \$—x erıı x—& de” \$—ıx 
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Nun ist aber. da x ausserhalb und x’ innerhalb des von & beschriebenen 


Kreises liegt, Br: h 
»,(x un l Px(£) ds 


’ 





2niJ c—E &—ı’ 


dr (pe )\ _ ! 2,8) dd“ ( l 1: 
en Yruanee # Ed 7 Drau 
da c— x ni) z—E da E_— x 


Setzt man also 


c— = 
und daher 





ER ; d(p, (x) =) 1, dAlpıla)z) 
(T.) P.(2) a —- pu (X) 4 a Bf a | 1)‘ i (Pi ; E 





so ist das zu berechnende Integral gleich 
P f l \ 
.(D-52/ 


Wir gelangen so zu der von Jacobi gefundenen Formel 


K..: „ 
were) - ie. 


2a / w'—ı / 
Wenn man bei der Entwickelung der linken Seite dieser Gleichung 
x —> x annimmt, so erhält man für C,, noch die Bestimmung 


at | u I\ & 
9.) 0. = h /P.—— )- MR 
d j 2 ri. - er i , Sr 4 1 


Wir nehmen jetzt an, dass die Functionen 











F(x, x und Fie,z) 
den vollständigen linearen Differentialgleichungen 
} l 
P.y)=——-— und P\(z) = — 
C—T x — x 
genügen. Dann ist 
a = F(z. 2)\—F (ze, x 


eine Lösung der partiellen Differentialgleichung 


P.reo)»R a rl )- 
A. ze —xc 
Sind ferner 
F,(£) und F;(x 
Integrale der Diiferentialgleichungen 
P.y)== ud P,e)=z2° 


so befriedigt die Function 


Ma 20, F, (2) F: g' 
die partielle Differentialgleichung 
x" P, (®) von SU,2 x 


In Folge der Gleichung (8.) ist daher « = «—e eine Lösung der par- 
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tiellen Differentialgleichung 
P,P.(w) = d®, 
und mithin ist 
\ r ® >: Y ART u; ‚ 
F(z,2)—-Fi C „aPe(E) Fr; (x )+&yı4 PaRueR Froytmat+m 2. 
Es sei nun Mr die in den Functionen F,(xz) und F,;(x') enthaltenen 
willkürlichen Constanten eine bestimmte Verfügung getroffen. Dann können, da 
er N Ge! ‘- Pr. - 
Fiz,2)-y-—Sy ud F(e,)+n3+' +72; 
die allgemeinen Integrale der Differentialgleichungen 


1 1 
P] Ar nugl wo... 
I :\Y) = rg und I »\3) > 7 
sind, die Funetionen F(zx, x) und F'(«' ©) stels so gewählt werden, dass 
(10.) Fia,x)-F(e,r) = &0,,F,(x)F; (x) 


wird. Umgekehrt überzeugt man sich Bl dass, wenn F(x, x’) und F'(x', x) 
eindeutig definirt sind, die Funetionen F,(x) und F,(x') stets so gewählt werden 
können, dass die Gleichung (10.) erfüllt wird. Da nun eine Gleichung zwischen 
zwei Ausdrücken, die vieldeulige Grössen enthalten, wenn sie vollkommen ist, 
keinen anderen Sinn haben kann, als dass jedem Werthe der linken Seite ein 
Werth der rechten, und umgekehrt, entspricht, so haben wir den Satz bewiesen: 











Wenn 
| a _\ dy  dy 
> us UWE Po RN 
P,y) = m (z)y+pı(r) ei +p,(x) gi 
und 
pP 7 —p ze \ ee d(p, (2’) 5) e. ER Be 1 d* (pı(z')2) 
u O\ I ! 


dx da’ 


ist, und wenn die Functionen 

F(z, x), F(«, x), F,(x), F; (x) 
die Differentialgleichungen 

r.ö)= Se A den: , PR\.)=2, \ı P,l&a)=2? 
befriedigen, so ist 
F(z,2)—-F(x«,s2) = ZC,F, (@)F; 

wo die REES BER ER der endlichen Doppel. von Null an alle 
positiven Werthe dur EEE a" are 


LE TER Y WEN TAB 
Zi, EP+! ger nn a gu+ )® er 


einen nicht verschiwindenden Werth hat. 


Berlin, im Mai 1873. 
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Erweiterung der Polarentheorie algebraischer 
Flächen. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i./E.) 





1. Die Polarentheorie der Flächen »' Ordnung hat bislang nur 
Polaren von einzelnen Punkten und von Punktengruppen in Betracht gezogen. 
Bezüglich einer solchen Fläche F" entspricht aber auch jeder Fläche kter Classe 
für k<n eine im Allgemeinen völlig bestimmte Fläche (»— 4)!" Ordnung 
F''; und zwar wird F” identisch mit der Polare einer Gruppe von % Punkten, 
wenn die Fläche At Classe sich auf diese Punkte redueirt. Die bisherige 
Polarentheorie erscheint demnach als specieller Fall einer allgemeineren Theorie. 

Ein besonderes Interesse beanspruchen in dieser verallgemeinerten Po- 
larentheorie solche Flächen Ater Classe, als deren Polare bezüglich der F” jede 
beliebige Fläche (»— k)ter Ordnung betrachtet werden kann; ich nenne die- 
selben „apolar zu der F’*, weil ihnen keine bestimmte Polare zukommt. 
Mit der Fläche »t*" Ordnung sind zugleich alle zu ihr apolaren Flächen ge- 
seben; umgekehrt aber genügt eine gewisse Anzahl dieser Flächen zur Be- 
stimmung der F”. Die Beziehungen dieser apolaren Flächen zu einander und 
zu der F” sind unabhängig von der Wahl des Coordinatensystemes, auf welches 
sie bezogen sind. 

2. Die erweiterte Polarentheorie verschallt uns neue Hülfsmittel zur 
Lösung wichtiger algebraischer Probleme, von denen hier eines hervorgehoben 
werden soll. Bekanntlich hat Sylvester gelunden und ÜOlebsch*) zuerst be- 
wiesen, dass eine qualernäre cubische Form auf eine einzige Art als Summe 
von fünf Cuben dargestellt werden kann; sehr bemerkenswerthe Eigenschaften 
der cubischen Flächen, namentlich die Lehre von dem ihrer Kernfläche ein- 
geschriebenen Pentaöder, stehen mit diesem Theorem im innigsten Zusammen- 
hange. Für die Theorie der Flächen „ten Grades überhaupt dürfte nicht 
minder bedeutsam die Beantwortung folgender Frage sein: 

Welches ist die kleinste Anzahl von n'“* Potenzen linearer Formen. als 


deren Summe die allgemeine quaternäre Form n‘°" Grades dargestellt werden kann? 





*) Dieses Journal Bd. 59 S. 103. 
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Unsere Darstellung der Polarentheorie wird uns wiederholt auf diese 
Frage zurückführen. Hier sei nur bemerkt, dass z. B. die quaternäre biqua- 
dratische Form, obgleich sie nur 35 Constante zählt, im Allgemeinen nicht 
als Summe von neun Biquadraten, welche doch eine Constante mehr enthalten, 
darstellbar ist. 

Am Einfachsten und Anschaulichsten lässt sich die erweiterte Polaren- 
theorie entwickeln, wenn nicht eine Fläche »t°e" Ordnung sondern eine Fläche 
n'°" Classe als Directrix angenommen wird. Indem wir diese Direcirix als 
»‘® Nulllläche eines Massensystemes auflassen, erlangen wir den Vortheil, uns 
auf eine frühere Arbeit über „Trägheits- und höhere Momente eines Massen- 
systemes“ *) beziehen zu können, in welcher über die Polaren von Ebenen- 
gruppen das Nöthige bereils gesagt ist. 
$. 1. Repräsentation quaternärer Formen durch die Momente von Massensytemen. 


3. Die quaternäre Form »!e% Grades mit den Variablen @, %, y,p 
wird dargesiellt durch die Summe: 


m! 
xy N: 


PM 7 


aeg a A , “ a’ ) Ay” l 
arss,t q !r !s!t! Q,7 ‚S,t f / pP N 





welche auszudehnen ist über alle positiven, ganzzahligen Werthe von g. r, s, L, 
für welche q+r+s+t=n ist. Die Anzahl der willkürlichen Coeffieienten 
rw 
,„ — RtND.nr2).(n+3) 

Dieselbe Form kann aber auch auf unendlich viele Arten als Summe der 
n'e" Potenzen von v linearen quaternären Formen dargestellt werden; und 
zwar sind diese linearen Functionen abgesehen von constanten Factoren will- 
kürlich annehmbar. Denn setzen wir für alle Werthe von «, 9, y, p: 

l "a > 


n: 
y' au EEE 94 {1 m,‘ ! . y, f ’ > ii. /e l Ar A TUR \n 
er Iptatg! Aus ® rip  _M\eL TPYy TYSTP, > 
re Qer!stt: ag 


indem wir mit x;, %;, 3; willkürlich angenommene Constante und mit m; unbe- 
kannte Factoren bezeichnen, so ergeben sich für diese » Factoren » lineare 


(sleichungen von der Form: 
meyatm ip t +maly,z, = (1). A 


Bez 
17,8, 


(worin g+r+-s+!=n ist); und aus diesen Gleichungen können die » Factoren 


*) Dieses Journal Bd. 72 8. 293— 326. 
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m, eindeutig berechnet werden, wenn die Deierminanle: 





. N n—1 N) q u en 
St. Typ 3... DB... Y,_n-3,M0o1 


der links stehenden Functionen von Null verschieden ist. Diese Determinante 
aber verschwindet nur dann, wenn die willkürlichen Constanten r,, y,, 3, für 
i=1, 2, 3, ..., r einer Gleichung »'*% Grades F(x,,y;, 3) =0 genügen, 
d.h. wenn v Punkte, deren Paralleleoordinaten den Grössen x, y,, 3, pro- 
portional sind, auf einer Fläche »t Ordnung liegen, was leicht zu ver- 
meiden ist. 

4. Ohne die Allgemeinheit unserer Untersuchung zu beeinträchtigen, 
dürfen wir zwischen den Variablen «, %, 7 der quaternären Form die Relation 
+ +yr = 1 

annehmen; denn dieselbe wird z. B. in der obigen Gleichung: 


n! 


> ur ; Iiyy Ä - > / ».— [7 N‘ Ay 9% Zn 
2 ‚girls! A, ey p zm oe; +ßy,+y3—p 


sofort wieder beseitigt, indem wir die Gleichung mit der unbestimmten Grösse 
d” multiplieiren und hernach «d, 30, yd, po durch resp. «, ?, y., p erseizen, 


Wegen obiger Relation aber dürfen wir @, 5. y, p als Coordinaten einer 
Ebene bezüglich eines rechtwinkligen Coordinatensystemes auflassen und die 
Gleichung: 


2.04 v2 (0) 
@X7PYH u 


als Normalgleichung der Ebene; p bezeichnet dann die Länge des vom Üoor- 
dinatenanfang auf die Ebene gefällten Perpendikels, und «, >, y sind die 
Cosinus der Winkel, welche dieses Perpendikel mit den resp. Axen der po- 
sitiven x, 9, 3 einschliesst. Fassen wir zugleich r, y,, 3; auf als die Coor- 
dinaten eines Punktes, und m, als eine diesem Punkte beizulegende Masse, 
so bedeutet: 


Mm (a, +Py;+Y32 a En m y" 


das »'° Moment dieser Punktmasse in Bezug auf jene Ebene (a, /, y, p): denn 

ex, +Py+yzs—-p)=r, ist der Abstand des Punktes von der Ebene. Wir 
können demnach den vorhin (3.) bewiesenen Satz wie folgt aussprechen: 

Eine quaternäre Form n'®" Grades kann auf unendlich viele Arten durch 

(n +1 (n+2)(n-+-3 


die n‘* Momente eines Systemes von v = —- 53 ——— Massenpunkten 


bezüglich aller Ebenen des Raumes repräsentirt werden. Die v Punkte dürfen 
nicht auf einer Fläche n® Ordnung, können aber sonst ganz willkürlich an- 
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genommen werden; durch ihre Lage sind die ihnen beizulegenden Massen ein- 
deutig bestimmt. 


9. Der Gleichung: 


Bi: m;(e2;+Pßy;+Y2:—p)' — 0 
N 


genügen die Coordinaten (@,,y,p) aller Ebenen, in Bezug auf welche das 
„‘® Moment der » Massen m, den Werth Null hat, d. h. diese Gleichungfre- 
präsentirt die n‘° Nullfläche des »-punktigen Massensystemes. Weil aber die 
Massen m, so bestimmt werden können. dass die Summen ZEm;x'y: 2) (für 


q+r+s Zn) beliebigen v von einander unabhängigen Constanten A, ,., gleich 
werden, und weil somit die linke Seite obiger Gleichung jede willkürlich ge- 
gebene quaternäre Form nt" Grades darstellen kann, so folgt: 

Jede beliebig gegebene Fläche n‘” Classe kann als die n' Nullfläche 
eines v-punktigen Massensystemes aufgefasst werden. 

Zugleich leuchtet ein, dass die oben (2.) aufgeworfene Frage identisch 
ist mit der folgenden: 

Wie viele Massenpunkte genügen, um ein beliebig gegebenes Massen- 
system zu ersetzen hinsichtlich seiner n‘®® Momente? 


s. 2. Moment eines Massensystemes bezüglich einer Fläche „ter Ordnung F 

6. Wird von jedem Massenpunkte m, (x,, y;. 3;) eines Massensystemes in 
irgend einer fest angenommenen Richtung eine Secante an die F” gezogen, 
und sind o,,. ©. o, die Abstände der z Schnittpunkte vom Punkte m, so 
soll die über alle Massen »m, des Sysiemes ausgedehnte Summe 


5 m;.0,09;...0, 


im engeren Sinne das Moment des Massensystemes in Bezug auf die Fläche 

F' (für die gegebene Richtung) genannt werden. Seien a, b, e die Cosinus 

der von den Secanten mit den Coordinatenaxen gebildeten Winkel und sei: 
F I,Y,2%) = VÖ 

die Gleichung der Fläche „te Ordnung F”; dann sind die Abstände o.. 

Ds ».. 9, die » Wurzeln der Gleichung: 


F"(age+2,bo+y,co+z,) =. 


Wir entwickeln die linke Seite dieser Gleichung nach fallenden Potenzen 


von o und erhalten für das erste und letzte Glied dieser Entwickelung die 
Ausdrücke: 


f(ao,bo,co)=o".f(a,b,c) und F"(x,, y;, 2;), 
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wenn wir mit f(x,y,2) die Summe derjenigen Glieder von F’(x,y,2) be- 
zeichnen, welche die Coordinaten x, y, 3 in der „'°" Dimension enthalten. 
Das Product 0,%;...0, der » Wurzeln wird folglich gleich: 


_4) F"(z;,y:,2 

| f(a,b,c) ° 
und für das Moment des Massensystemes bezüglich der Fläche F” ergiebt sich 
die Gleichung: 


y' ’ ein 2 —. Ya ’ ra 
28:0.0..20. = —— anf” (2. 4.8;). 
Air: S f a,b, rn Y y i, 


Ist dieses Moment Null, so verschwindet auch Zm,.F’(x,,y,,2); d.h.: 


Wenn das Moment eines Massensystemes bezüglich einer Fläche n'“ Ord- 
nung für irgend eine Richtung (a,b,c) den Werth Null hat, so verschwindet 
es auch für jede andere Richtung. 

7. Bei den Anwendungen können wir von dem Factor Ca - —, dessen 
Werth von der Richtung der Secanten abhängt, absehen. Wir wollen deshalb 


die zu 2m,.9,02...0, proporlionale Summe Em,.F"(x,,y;,3;) als Moment des 


Massensystemes bezüglich der Fläche F' im weiteren Sinne des Wortes be- 
zeichnen. Wenn F” in eine Gruppe von » Ebenen zerfällt, so ist dieses Moment 
demjenigen proportional, welches wir früher *) als „Moment des Systems in 
Bezug aul eine Gruppe von » Ebenen“ definirt haben; es wird demselben 
gleich, wenn die Function F’/x,y,z) das Produet der Normalformen jener 
» Ebenen darstellt. 

8. Wir nennen zwei Massensysteme „äquivalent hinsichtlich ihrer 
„'en Momente“, wenn in Bezug auf jede Ebene des Raumes ihre »‘°" Momente 
einander gleich sind. Die Differenz von zwei äquivalenten Massensvstemen 
ist „indifferent“ hinsichtlich ihrer z'!e% Momente, d. h. sie ist ein Massensystem, 
dessen »t® und niedrigere Momente für jede Ebene des Raumes Null sind. 
Weil die über ein indifferentes System ausgedehnte Summe: 


Zm(az+-Py+yz—p 


für alle Werthe von «, P, y, p verschwindet, so werden auch alle Summen 
von der Form 


Zmeyz: für g+r+s—n 


*) Dieses Journal Bd. 72 S. 306. 
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Null, und folglich verschwindet auch die Im.F’ (x, y, z), welche aus solchen 
einfacheren Summen zusammengesetzt ist. Also: 

Wenn ein Massensystem indifferent ist hinsichtlich seiner n'“" Momente, 
so ist sein Moment in Bezug auf jede beliebige Fläche n'® Ordnung gleich Null. 

Ohne Weiteres folgt hieraus, weil die Differenz von zwei äquivalenten 
Massensystemen indillerent ist: 

Wenn zwei Massensysteme äquivalent sind hinsichtlich ihrer n!e Mo- 
mente, so sind bezüglich jeder Fläche n'® oder niedrigerer Ordnung ihre 
Momente einander gleich. 


$. 3. Die Polaren von Flächen kter Ordnung bezüglich einer Fläche nter Classe. 
9. Das Moment eines Massensystemes bezüglich einer Fläche „ter Ord- 
nung, welche aus einer gegebenen Fläche kter Ordnung F’ und einer (»—k) mal 


zu zählenden Ebene ‘«, ?,y,p) besteht, wird ausgedrückt durch die Summe: 


= m," (x; ,9;, 3). (ea; +Py,+y3—p)” 


wenn F’(xr,y,2)=0 die Gleichung der Fläche F* ist. Für verschiedene 
Lagen der Ebene erhalten wir im Allgemeinen verschiedene Werthe für diese 
Summe; dieselbe ist eine quaternäre Form (»— k)ten Grades von a, P, y, p 
und wird u. A. durch die (»— A)! Momente eines Massensystemes reprä- 
sentirt, dessen Massen M, in den Punkten (x, y;. 3,;) concentrirt sind 
mittelst der Gleichungen: 


und 


M=m,.Fz,y,3) füri=1,23, 3,..,2% 
berechnet werden können. 
Die (»—#)'® Nulllläche dieses neuen Massensystemes, also diejenige 
Fläche (»— 4)'°" Classe, welche durch die Gleichung: 
=m,.F'(z,,y,3).(ez, +Py,+y3,—p)" = 0 
repräsentirt wird, soll nun Polare der Fläche k!® Ordnung F* bezüglich der 


durch die Gleichung: 
Em;(ax,+ßy,+yz—p)" = 0 


repräsentirten Fläche n'®” Classe genannt werden. Da diese letztere Fläche 
als »'!° Nullfläche eines Massensystemes aufzufassen ist, so ist die Polare von 
F" geometrisch definirt durch den Satz: 

Ergänzt man eine Fläche k'*” Ordnung durch (n — k)malige Hinzufügung 
einer Berührungsebene ihrer Polare zu einer Fläche n'® Ordnung, so ist be- 


züglich dieser letzteren das Moment des Massensystemes Null. 
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Wenn die Fläche F‘ in % Ebenen zerfällt, so gehen diese Definitionen 
über in die früheren Definitionen *) der Polare einer Ebenengruppe bezüglich 
der »!*» Nullfläche eines Massensystemes. 

10. Wenn die Gleichung der Fläche »'° Classe gegeben ist in der 
gebräuchlichen Form: 


m! 
n. ‚ 

y ie r . 1 +) my z— ip» L . i * " 

use gir!s!t! Aus PP v lür ghrasıten 


und wenn zugleich die Function F" entwickelt ist in die Reihe: 


F'(z,9,2)= Z& B,...."y'2" (für z+i+u+4r=h. 
H.h.U,b 


so wird die Polare der Fläche F’ bezüglich der Fläche nt* Classe reprä- 
sentirt durch die Gleichung: 

vs _M k)! 

I - [4 nlolo!t! u [,0,0,1 


Y 


ar =0 (für ante +0+T=n—k), 


wenn man deren Coelflicienten ÜC,,., berechnet mittelst der Formel: 


1 


C Rt B 
1.0.01 n 2 o+u+y + BD 
” R.,.Uu.d s 


Man überzeugt sich leicht hiervon. wenn man diese Gleichungen der Fläche 
„'°" Classe und der Polare von F’ identifieirt mit den vorhin (9.) aufgestellten. 
11. Beschreibt eine Fläche k” Ordnung einen Flächenbüschel, so be- 
schreibt zugleich ihre Polare eine zu diesem Büschel projectieische Flächenschaar. 
Seien nämlich F’(x,y,2)=0 und @ (r,»,z)=0 die Gleichungen von 
zwei beliebigen Flächen 4!" Ordnung, also auch: 
F'(z,y,2)—1.G@(z,y,2)=0 Tür A = Const. 
die Gleichung von irgend einer Fläche des durch jene beiden bestimmten 
Flächenbüschels At Ordnung. so repräsentirt die Gleichung: 


zmIiF‘(z,y,23)-4.@(z,Y, 2) (ax; +Py+y2—p V 


die Polare dieser dritten Fläche. Werden nun der Constanten 4 nach und 
nach alle möglichen Zahlwerthe beigelegt. so erhält man. den Flächen des 
Büschels als Polaren eindeutig entsprechend. die sämmtlichen Flächen einer 
Schaar, welche den gemeinschaftlichen Berührungsebenen der Polaren von 
F' und @° eingeschrieben sind. 





Eine Ausnahme erleidet der Satz. wenn die Flächen F’ und G° und 


*) Dieses Journal Bd. 72 8. 307. 
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folglich auch alle übrigen Flächen des Büschels eine und dieselbe Polare 
haben. In diesem Falle giebt es eine Fläche des Büschels 


F' (2, Y 2, —/ (Gr (X, Y, 3) m 0, 


für welche die Gleichung: 
y \ N. / e Fu . Y/ Bi z 7 N A) = Kan iE 
m FF (0,y,2)—4.@ (8, Yy,2))(en +Py+ys— pl" = 0 


der Polare identisch erfüllt ist, welche Werthe auch 
U. 


den Ebenencoordinaten 
P, 7; p beigelegt werden; und zwar findet man den ihr zugehörigen 
Werth der Constanten 4 gleich 


Sm.F&,y:,2).(ax; + / 


Z&m,.G* ©, y;,3).(aw; + Ay; +y2;— p)" 


wenn in diesen Quolienten für @, , y, p die Coordinaten irgend einer, jene 
gemeinschaftliche Polare nicht berührenden Ebene eingesetzt werden. 


$.4. Apolare Flächen. 

12. Wenn eine Fläche 4" Ordnung F’ so angenommen wird, dass 
der Gleichung ihrer Polare alle Werthe der Ebenencoordinaten o@, 9, y, p 
genügen, so hat sie keine bestimmte Polare, vielmehr kann jede beliebige 
Fläche (»— A)" Ölasse als ihre Polare betrachtet werden. Wir sagen in 
diesem Falle, die Fläche Ater Ordnung sei apolar zu der Fläche n!® Classe 


Em.(ex,+Py,+7=:—p)" = 0, 


und wollen diesen Begriff der apolaren Flächen auch auf den Fall k=n 
ausdehnen. 


Die Gleichung F (x, y, 3) = 0 repräsentirt nur dann eine apolare Fläche 
(k--1 )»(k +2) (k + 3 


ter Ordnung. wenn ihre 5 — 2-1 =N(k)*) unabhängigen 
oe > =“ “ 





”) Wir machen hier und in der Folge Gebrauch von den in einer früheren Arbeit 
über „Algebraische Flächen“ ete. (Mathematische Annalen Bd. I. p. 475—503) ent- 
haltenen Symbolen und Formeln, und bezeichnen: 
mit A(k) die Anzahl willkürlich angenommener Punkte, durch die eine F* bestimmt ist, 


/k s : . 
mit Ni gr; )=N(M)—N(k—D)—1 die Anzahl willkürlicher Punkte einer F' 


‚ dureh 


welche eine auf F' liegende C*- (Schnittlinie der F’ mit einer F*) bestimmt ist; wobei 
N(k—l) = — 1 anzunehmen ist, wenn k< 1; 
l» 


en EN _ntRN\ se _nl!ze\_ 
mit N 5 PD 2 n( ers 1 


die Anzahl der willkürlichen Punkte einer C‘”, durch welehe eine Gruppe |A, I, n] von 
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(n—k+1).(n—h+2).(n—k+3) 





1 J f a‘ D . " 
Coefficienten den 0 ee — - N(n-— k' 1 für sie 
linearen Bedingungsgleichungen: 

Z&m,.F"(&%;,Y;,3).2y; 3; 0 (worin g+r+s n—k 


* 


genügen, welche aus der für alle Werthe von e, 5, 7, p bestehenden Gleichung: 


m 


Sm,..F'(x,y,3).(az; +Py +73; —p)”"" = 0 


sich ergeben. Für n„— 4 _—_ k existiren deshalb im Allgemeinen keine apolaren 
Flächen kter Ordnung. Jeder willkürlich angenommene Punkt, durch welchen 
die apolare F* gehen soll, vermehrt die linearen Bedingungsgleichungen um 
eine weitere. Daraus folgt: 
Durch 
k+I)Ck+-MDCk+S)—An—k+l)n—k+2),n—k-3, 1 N{ 
1.2.3 ET 


willkürlich angenommene Punkte kann im Allgemeinen eine 


n / 
einzige: Flache 
kt Ordnung gelegt werden, welche zu einer gegebenen Fläche n'" 


apolar ist. 


Classe 


13. Wenn ein beliebiges Massensystem hinsichtlich seiner »'°" Mo- 
mente durch r Massenpunkte ersetzt werden kann, so ist (für k —_») jede 
durch diese r Punkte gehende Fläche 4° Ordnung apolar zu der „tea Null- 
fläche des Systemes. Durch diese, ohne Weiteres einleuchtende Bemerkung 
ist die Frage (2.) nach der kleinsten Anzahl von x»! Potenzen linearer Formen. 
als deren Summe die allgemeine quaternäre Form „te Grades dargestelli 
werden kann, in nahen Zusammenhang gebracht mit der Frage nach der 
gegenseitigen Lage aller zu einer Fläche »t° Classe apolaren Flächen. 

Um z.B. einzusehen, dass eine biquadratische quaternäre Form im 
Allgemeinen nicht durch die Summe von neun Biquadraten dargestellt werden 


kann, brauchen wir nur zu bemerken, dass zu der vierten Nullfläche eines 
neunpunktigen Massensystemes eine apolare F’ 





existirt, nämlich die durch die 
neun Massenpunkte gehende Fläche zweiter Ordnung, während zu einer belie- 





k.l.n Schnittpunkten der C’” mit einer F’ 
P} . k ; . N |; 4 
mit BE nr ) Sin a N 
I,n,r/ \l,n/ I,n 
die Anzahl willkürlich annehmbarer (oder unabhängiger) Punkte, für welche eine 


Punktengruppe [/,n,r] bei der Bestimmung einer durch sie hindurchgehenden F* zu 
rechnen ist. 


bestimmt ist: endlich 
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bigen Fläche vierter Classe (also auch zu der vierten Nullfläche eines beliebigen 
Massensystemes) im Allgemeinen keine apolare F’ construirt werden kann. 
Die neun unabhängigen Constanten einer apolaren F* müssen nämlich zehn 
Bedingungsgleichungen genügen (12.), und damit dieses möglich ist, müssen 
die Constanten der Fläche vierter Classe eine Bedingung erfüllen. 

14. Sind F'(r,y,2)=0 und F""(xz,y,2)=0 die Gleichungen von 
zwei Flächen 4° und (» — A)te" Ordnung, von denen die erstere eine apolare 
ist. so hat das Moment IZm,.F* (x,,y;,.2,).F""(z,,y;,z2;) den Werth Null; 


denn es zerfällt, wenn F”""(z,y,z) nach Potenzen von x, y, z entwickelt 
wird, in Glieder von der Form: 


4, om.F'(&,y,3).cy (für gHr+s<n-k), 


welche (12.) sämmtlich verschwinden. Also: 
Das Moment des Massensystemes ist Null bezüglich aller Flächen 
n'“" Ordnung, welche aus einer zur n'* Nullfläche apolaren F' 


beliebigen F""' bestehen; 


und einer 


oder mit anderen Worten: 


Jede F', welche eine apolare F' als Theil enthält, ist selbst apolar zu 
der n'”* Nullfläche, wenn In ist. 
Repräsenliren die Gleichungen F' (x, y, z) =0 und G(x,y,z) = 0 


zwei apolare Flächen 4 Ordnung, so gilt Dasselbe von der Gleichung 
z.F (x,y,2)—4.@(z,y,2)=0. in welcher x und 4 willkürliche Constanten 
bezeichnen. Denn die Summe 


Em,iz.F(x,y,23)—-%4.@(z,y,3)\ (ex; +Py; +72 —p)"" 


verschwindet für alle Werthe von «, %, y, p, # und A, weil sie für alle 
Werthe von «@, 5, y, p verschwindet, wenn entweder z oder 4 Null ist. Also: 
Zwei apolare Flächen k” Ordnung (F'=O und @ = 
einen Flächenbüschel k' Ordnung (z.F'—41.G" = 0), dessen sämmtliche Flächen 
su der n'" Nullfläche des Massensystemes apolar sind. 
Ebenso bestimmen drei apolare F', die nicht einem und demselben 
Flächenbüschel angehören, einen Bündel von apolaren Flächen ker Ordnung. 


Ueberhaupt gehören alle F', welche zu einer gegebenen Fläche „t° Classe 


bestimmen 


apolar sind, einem Flächensysteme an; d. h. wenn 


R=-0, P=0, R=0, ..., F=0 


die Gleichungen von beliebigen r--1 dieser apolaren Flächen sind, so reprä- 
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sentirt auch die Gleichung: | 

u. FR+2.F+2.Ft..42F = 0, 
in welcher den Constanten 4, willkürliche Werthe beigelegt werden können, 
allemal eine apolare Fläche ke Ordnung. 

15. Wenn keine der r+1 Flächen F\. Fi. F. .... F! dem durch 
die übrigen r bestimmten Flächensysteme angehört, wenn es also unmöglich 
ist, den Constanten 45, A, A, .... A, solche, wenigstens theilweise von Null 
verschiedene, Werthe beizulegen, dass die linke Seite der letzten Gleichung 
für alle Werthe der Goordinaten identisch verschwindet, so repräsenlirt diese 
letzte Gleichung ein Flächensystem von r Dimensionen, d.h. durch r will- 
kürlich angenommene Punkte kann im Allgemeinen eine einzige Fläche dieses 
Systemes gelegt werden. Weil nun die zu einer Fläche »'°" Classe apolaren 


F' im Allgemeinen ein Flächensystem von N\( 


51 a ) Dimensionen bilden 
NER—N 


(12., 14.), so ergiebt sich: 

Wenn von den zu einer Fläche n'® Classe apolaren Flächen k'* Ordnung 

kN, _ KADEHDEHN—n— kN) n—k+2)m—k-4-3) 
Na) = 12. 

solche gegeben sind, von denen keine dem durch die übrigen bestimmten Flächen- 
systeme angehört, so bestimmen dieselben im Allgemeinen das von den sämmt- 
lichen apolaren F' gebildete Flächensystem. 

bei speciellen Flächen »'% Classe kann sich übrigens die Anzahl 
N(a—k)+1 der Bedingungsgleichungen (12.), welchen die Constanten aller 
apolaren Flächen Ater Ordnung unterworfen sind, verringern. und alsdann 


erleidet obiger Satz eine Ausnahme. So z.B. sind die vier Gleichungen 


> MT, F' 2; Y:> 3;) = Ö, B m; y, F'(z »Yi, 3%) V, 

ms, F (2,93)=0, Zm,F'(z,,y;, 3) =0 
für jede beliebige Function Akte? Grades F*(r,y,z) identisch erfüllt (S.). wenn 
die Massensysteme, als deren »!* Nullfläche wir die Fläche „ter Classe auf- 


fassen können, indifferent sind hinsichtlich ihrer (4--1)ten Momente. und die 


Anzahl jener Bedingungsgleichungen reducirt sich in diesem Falle um vier 


Einheiten. Ebenso findet man, wenn diese Massensysteme hinsichtlich der 


(‘en Momente indifferent sind, dass die Constanten der apolaren Flächen ter 
Ordnung nicht N(Rr—%)-+1, sondern nur: 

Z n—k\,. 

N(a—k)—N(I-k) = N-— )-H 


n—I 


14° 
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Bedingungsgleichungen genügen müssen, dass also die apolaren F’ ein Flächen- 
system von N A)— N (a—k)-+-N(!—k) Dimensionen bilden. 


s. 5. Bestimmung einer Fläche „ter Classe durch eine begrenzte Anzahl ihrer 
apolaren Flächen kter Ordnung. 
16. Die Fläche »!°" Classe nebst allen ihren apolaren Flächen ist, 


wie wir jetzt nachweisen wollen. schon durch weniger als N\ sr ) Hl 
willkürlich gegebene apolare Flächen At Ordnung bestimmt. ihre apolaren 
F bilden demnach ein specielles Flächensvstem,. wenn k<_» ist. Wir finden 


z.B. für »=3 und k=2. dass alle zu einer Fläche dritter Classe apolaren 


ın 


F im Allgemeinen ein Flächensystem von fünf Dimensionen bilden: während 
aber das allgemeine Flächensystem von fünf Dimensionen erst durch sechs 
willkürlich angenommene Flächen bestimmt ist. hängt das hier in Rede stehende 
von fünf Flächen zweiter Ordnung ab. die noch dazu einer Bedingung unter- 
worfen sind. 


\Wenn nämlich die 20 Coeflieienten: 


Sm in Pr 3_>m 2,4 n 3 > m P.2 £ ö h : - > m z . > m 
> 1 x ! l . a .. . 4 ? ° 
der Gleichung Im (ex, +Py,+y2—p) =0 einer Fläche dritter Classe nicht 


bekannt sind. aber eine zu dieser Fläche apolare F* gegeben ist. so erhalten 


wir für jene Coelficienten vier lineare Gleichungen von der Form: 


ZmzF (z,y,3;)=0, Zmy;F'(z,y,3.)=0, Zm;z; F’(z,y,3)=0, Zm,F’(x,y,3)=0. 


Fünf apolare F sind also mehr als ausreichend. um die 19 von einander 
unabhängigen Verhältnisse jener 20 Coeificienten und damit die Fläche dritter 
Classe nebst allen zu ihr apolaren F’ und F” zu bestimmen. Also: 

Fünf beliebige Flächen zweiter Ordnung können nur dann, wenn sie 
iner gewissen B: dingung genügen, als apolare Flächen einer unbekannten 
Fläche dritter Classe aufgefasst werden: sie bestimmen in diesem Falle alle 
ibrigen apolaren F’ sowie die Fläche dritter Classe selbst. 

Jene Bedingung wird auseedrückt durch das Verschwinden einer 
zwanziezeiligsen Determinante. welche man leicht aus den Coeffiecienten der 
Gleichungen jener füni F’ bilden kann. Da diese Determinante die Coefli- 
cienten in der vierten Dimension enthält. so folgt auch: 

\immt man ron den funf apolaren F’ vier ganz beliebig und von der 


unften acht Punkte an. so kann diese fünfte rier verschiedene Lagen an 


nehmen. welchen rieY zugehörige Flichen dritter Olasse entsprechen 
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I- 17. Die Gleichung der Fläche »t°" Classe zählt 
(n+N)n+2)(n +3) 
N(n) : _— - —1 





1.2.3 
unabhängige Constanten, und jede zu der Fläche apolare F* liefert uns 


N(n—k)-+1 lineare Gleichungen für diese Constanten. Berechnen wir also die 


ganzen Zahlen r und s so, dass r. Nr—k)+r=Nn)+s und Os N(n—k)-11 
wird. so ergiebt sich: 

n Nur dann können r beliebig gegebene Flächen k'® Ordnung als apoları 
] | Flächen einer (durch sie bestimmten) Fläche n!“ Classe aufgefasst werden. 
wenn sie gewissen s bedingungen genügen; r—1 ganz beliebige F dagegen 
sind apolar zu N(n—k)+1—s fach unendlich vielen Flächen n' Classe. 

| Dabei wird vorausgeseizi. dass keine der gegebenen F’ dem durch 
| die übrigen bestimmten Flächensysteme angehört oder überhaupt zu jeder 


Fläche nie" CGlasse apolar ist, zu welcher die übrigen apolar sind. Unter 
derselben Voraussetzung gilt der Salz: 

Durch beliebige r von den apolaren F' einer Fläche n‘" Classe sind allı 
übrigen bestimmt, wenn v.Nin—-k)+r— Nin) ist. 


se 


Die Zahl r ist, wenn dem allgemeinen Fall entsprechend »—k-—% 


oesetzt wird (12.), meistens beträchtlich kleiner als die Anzahl X _— von 

Dimensionen des durch die apolaren F’ vebildeten Flächensvstems Nur für 
hi \ 

? 7 f \ k i . Io 7 I. ' og 

;—n wird r Vi >7 -1: nur die apolaren Flächen höchster. nämlich 
fe ft 

u.7 an m ‚ . 5 
7 Ordnuns bilden also eım allgemeines Flächensvstem. und zwar von 


V/’r)—1 Dimensionen. 

18. Beispielsweise bilden alle zu einer Fläche 100°er Classe apolaren 
F" ein specielles Flächensystem von 2703 Dimensionen, welches durch be- 
liebige neun dieser F” völlig bestimmt ist, während ein alleoemeines Flächen- 
system von ebenso vielen Dimensionen erst durch 2704 von einander unab- 
hängige Flächen bestimmt ist. Ist die Fläche 100ster Classe nicht geveben. so 
dürfen von ihren apolaren Flächen F°' nur acht willkürlich angenommen 
werden, die neunte dagegen muss nicht weniger als s — 22040 Bedingungen 
senügen:; erst wenn diese Bedineuneen erfüllt sind. bestimmen die neun F 


eine Fläche 100°ter CGlasse,. zu welcher sie apolar sind 


Für z=4, k=3 finden wir r=9,. s—2 und Vz I 


Neun beliebige Flächen dritter Ordnung müssen zwei Bedingungen genügen. 
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damit sie zu einer durch sie bestimmten Fläche vierter Classe apolar sind: 
sie bilden mit allen übrigen apolaren F° ein gleichfalls durch sie bestimmtes 


Flächensystem von 15 Dimensionen. Einen analogen Satz liefert jede Columne 
der folgenden Tabelle: 


Für »a=9 und 
ke: & T, 8. 
wird: >=: 4 1 u 3, 
= mM 1, 2. # 


N) = 20, 63, 109, 160. 


Ian 


Ss. 6. Reduction der Anzahl von „ten Potenzen, als deren Summe eine quaternäre 
Form nten Grades dargestellt werden kann. 


19. Wir haben oben (3, 4, 5) bewiesen, dass jedes Massensystem 





rn (n-+A)(n +2 -3 FR 
hinsichtlich seiner »t®" Momente durch ——- > = RN N (n)-+1 Massen- 


punkte, die nicht auf einer F” liegen, sonst aber der Lage nach ganz beliebig 
angenommen werden dürfen, ersetzt werden kann. Jedem dieser N(»)-+1 
Punkte legen wir eine solche Masse bei, dass deren Moment bezüglich der 
alle übrigen X\\r) Punkte enthaltenden F” gleich wird dem Momente des ge- 
gebenen Massensystems in Bezug auf dieselbe F”. 

Wir wollen nun zeigen, dass ein jedes Massensystem auch durch we- 
niger als N(»)+1 Massenpunkte ersetzt werden kann, deren Lage aber nicht 
mehr willkürlich angenommen werden darf. Wir benutzen dabei den fol- 
genden Satz: 

Wenn ein Massensystem hinsichtlich seiner n’°* Momente durch r Massen- 
punkte ersetzt werden kann, so geht jede zur n'" Nullfläche des Systems 
apolare F’, welche r—1 dieser Massenpunkte enthält, auch durch den r'* 
Punkt, es sei denn, dass dessen Masse Null ist; im letzteren Falle ist das ge- 
gebene Massensystem hinsichtlich der n'®* Momente äquivalent dem Systeme der 
übrigen r—1 Massenpunkte. 

Das Moment der r Massenpunkte bezüglich jener apolaren F” ist näm- 
lich Null (12.). und da r—1 dieser Punkte auf F” liegen, also einzeln das 


Moment Null haben, so muss auch das Moment des letzten Massenpunktes 
verschwinden, woraus der Satz folgt. 


20. Nehmen wir nun von den N(n)-+1 Massenpunkten, durch welche 
ein gegebenes Massensystem hinsichtlich seiner »!°“ Momente ersetzt werden 
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I N . . . ; NT 2 x 
kann, N(7)+ beliebig auf einer zur »'*% Nulllläche des Systems apolaren 
\ 


F* an, so werden die Massen der übrigen N'»—%)+1 willkürlichen Punkte gleich 
Null. Denn legen wir durch irgend N(»—%k) dieser ausserhalb F" liegenden 
Punkte eine F’”, so bilden F' und F”” zusammen eine apolare F” (14.). 
welche den letzten Punkt nicht enthält, und die Masse dieses letzten Punktes 
ist folglich Null, ebenso aber diejenige aller übrigen N(»—%) ausserhalb F’ 
liegenden Punkte. Wir erhalten demnach den Satz: 

Werden auf einer zur n‘" Nullfläche eines Massensystems apolaren 
Fläche k'"" Ordnung beliebige 


1.2.3 


N(2) {4 (n-HI)(n -+-2)(n +3) — (n— kN) (n— k+2)(n—k+3 
l u u . i ee u To BE 


Punkte willkürlich angenommen, so können denselben solche Massen beigelegt 
werden, dass sie dem gegebenen System hinsichtlich der n‘® Momente äquivalent 


sind. Die ihnen beizulegenden Massen sind durch ihre Lage eindeutig bestimmt. 
r > . . u . 1 , 11 \ f » 4 . 
Unzulässig ist übrigens (4.), dass die N )+1 Punkte auf der Schnitt- 


linie der F’ mit einer beliebigen F” angenommen werden, weil sie in diesem 
Falle mit N(n—k)-+1 beliebig ausserhalb F’ angenommenen Punkten durch 
eine F’ verbunden werden können. 

Wenn eine zu der »!° Nulllläche eines Massensystems apolare Ebene 
exislirt, so kann, obigem Satze zufolge, das Massensystem hinsichtlich der 
’ (a+1)(n+2) ._ » u 
„'en Momente durch ar dieser Ebene liegende Massenpunkte, also 
durch ein ebenes System, ersetzt werden, und seine »t° Nullfläche reducir! 
sich folglich auf eine in dieser Ebene liegende Curve „ter Classe. 


21. Nehmen wir NZ) N(* p ) von den A\ --) +1 Punkten aul 


der Schnittlinie C*‘ der apolaren F' und einer apolaren F’ beliebig an. so 
as . a n—ıI\, ’ 

werden die Massen der übrigen N— -) -1 Punkte Null: denn wir können durch 

} F ] . & V n l . j en . ) . . 4 N , 
eliebige N| —— dieser übrigen Punkte eine F legen. welche mit F zu- 


sammen eine nicht durch den letzten Massenpunkt gehende, apolare F bildet. 


u A RN ‚fn—!N\ . 

Lassen wir ferner von jenen N(2 | (= ji Ni - )-+1 Punkten irgend 
kl) 

in welcher die Curve Ü' 


7 ) mit ebenso vielen beliebigen Punkten einer Gruppe |i. A, 1. 
t, 


von einer apolaren F' geschnitten wird. zusammen- 
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n' 
fallen. so werden dıe Massen der übrigen NG +1 Punkte Null; denn au 
durch N "= gelegt werden, welche 

sie 

mit F’ zusammen eine nicht durch den letzten Massenpunkt gehende, apolare a 

F” bildet. Daraus folgt: 2 
Werden auf der Schnittlinie © von zwei zur n'” Nullfläche eines 

Massensystemes apolaren Flächen kt und l!” Ordnung beliebige fü 


NG) = NM) |“ 


Punkte, oder ın der Punktengruppe |[i, k, |, in welcher drei apolare Flächen 
ver, kt und l!® Ordnung sich schneiden, beliebige 


NG) NG 


Punkte willkürlich angenommen, so können denselben solche Massen beigelegtwerden, 
dass sie dem gegebenen Massensystem hinsichtlich der n‘®" Momente äquivalent 
sind. Die ihnen beizulegenden Massen sind durch ihre Lage eindeutig bestimmt. 


Unzulässig jedoch ist (4.) eine solche Wahl dieser Punkte, dass jede F”, welche 


durch N(-) resp. N 











gelegt wird, auch den letzten Punkt 


einer durch 
sie gehenden F” als ebenso viele von einander unabhängige Punkte zählen 


22. Aus dem letzten Satze ergiebt sich sofort: 

Jede Fläche q'” Ordnung (für g = n), welche durch die Schnittlinie 
CO" von zwei zur n!® Nullfläche eines Massensystemes apolaren Flächen F' und 
F oder durch alle Schnittpunkte |i, k, | von drei apolaren Flächen F, F 
F' hindurchgeht, ist selbst zu jener n‘* Nullfläche apolar. 


Gelegentlich des vorhergehenden Satzes erwähnen wir. dass 


enthält (vgl. 20.); die ill müssen also bei der Bestimmung 


und 





Gr -ichl 


wird. wenn n — i+k-+l!-—3 ist, während in allen übrigen Fällen 


Pr Er )+1<i.k.l 


wird. Beispielsweise folgt aus jenem Satze (21. 
Wenn eine Fläche nt" Classe drei apolare Flächen zweiter Ordnung 
besitzt, welche nur acht Punkte mit einander gemein haben, so kann sie als 








an 


1e 


ro 


PS 


n 





Reye, zur Theorie der Polaren algebraischer Flächen. 113 


„!® Nullfläche eines in diesen acht Punkten concentrirten Massensystemes 
aufgefasst werden. 

Eine Fläche fünfter Classe besitzt neunfach unendlich viele apolare F°; 
sie kann als fünfte Nullfläche eines 26-punktigen Massensystemes aufgefasst 
werden, welches in beliebigen 26 Schniltpunkten von drei solchen apolaren 
F’ concentrirt ist. 

Die folgenden beiden Aufsätze enthalten Methoden, welche wenigstens 
für a=3 oder 4 zur Ermittelung der kleinsten Anzahl von Massenpunkten. 
durch welche ein gegebenes Massensystem hinsichtlich der nt Momente 
ersetzbar ist, führen, und zugleich diese Punkte auffinden lehren. 


Strassburg /E. den 10. November 1873. 
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Geometrischer Beweis des Sylvesterschen Satzes: 
„Jede quaternäre eubische Form ist darstellbar als 
Summe von fünf Cuben linearer Formen“. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i/E.) 


1. Wir können, wie in der vorhergehenden Arbeit gezeigt wurde, 
diesen zuerst von Ülebsch bewiesenen Satz auch folgendermassen aussprechen: 

Jedes beliebig gegebene Massensystem kann hinsichtlich seiner dritten 
Momente durch fünf Massenpunkte ersetzt werden. 

Unser Beweis desselben stützt sich hauptsächlich auf das elementare 
Theorem (s. dieses Journal Bd. 72 S. 309.): 

Zwei Massensysteme haben in Bezug auf alle Ebenengruppen, welche 
aus einer willkürlich veränderlichen Ebene e und n—1 fest gegebenen Ebenen 
bestehen, gleiche n!® Momente, wenn für vier von einander unabhängige Lagen 
der Ebene & diese Momente gleichwerthig sind: jene Momente haben gleiche 
Werthe für alle durch eine Gerade s gehenden Lagen von €, wenn sie für 
zwei durch s gehende Lagen dieser willkürlichen Ebene & gleichwerthig sind. 

Mit Hülfe dieses Theorems werden wir zunächst beweisen, dass das 
gegebene Massensystem hinsichtlich seiner dritten Momente auf unendlich viele 
Arten durch sechs Massenpunkte ersetzt werden kann; sodann werden wir 
zeigen, dass alle die unendlich vielen Raumcurven dritter Ordnung, welche 
durch je sechs solche Massenpunkte bestimmt sind, sich in den fünf Massen- 
punkten schneiden, durch welche das gegebene System ebenfalls ersetzbar ist. 
Vorher jedoch bemerken wir, dass das gegebene System durch vier Massen- 
punkte im Allgemeinen nicht ersetzbar ist; denn die ersten Polaren von drei 
beliebigen Ebenen in Bezug auf die dritte Nullfläche des Massensystemes sind 
drei, im Allgemeinen ganz von einander unabhängige Flächen zweiter Classe; 
dieselben besitzen hingegen ein gemeinschaftliches Poltetraöder (ABCD), müssen 
also sechs Bedingungen genügen, wenn das Massensystem durch vier Massen- 
punkte A, B, C, D ersetzbar ist. Wir wollen diesen Specialfall von jetzt 
an ausschliessen. 

2. Die ersten Polaren von zwei beliebigen Ebenen &, und & in Bezug 


auf die dritte Nullfläche eines gegebenen Massensystemes sind zwei von einander 
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unabhängige Flächen zweiter Classe; diese aber haben bekanntlich ein gemein- 


IQ * schaftliches Poltetraöder 1234, sodass sowohl &, als auch & mit jeder Seiten- 
i fläche (z. B. 123) dieses Tetraöders und mit einer beliebig durch den gegen- 
u überliegenden Eckpunkt (also 4) gelegten Ebene ein Ebenentripel bildet, in 
Bezug auf welches das Moment des Massensystemes Null ist. 
Dem Eckpunkte ö(=1,.2,3,4) jenes gemeinschaftlichen Poltetraöders 
1234 können wir nun eine solche Masse m, beilegen, dass deren Moment in 
Bezug auf ein Ebenentripel, welches gebildet wird von der gegenüberliegenden 
de, Tetraöderfläche, einer der beiden Ebenen &, und &, und einer willkürlich anzu- 
er ; nehmenden Ebene &, gleich wird dem Momente des gegebenen Massensystemes 
u I in Bezug auf dasselbe Ebenentripel. Weil die Momente des gegebenen Systemes 
und der Punktmasse m; ebenfalls einander gleich (nämlich beide Null) werden, 
w- wenn die willkürliche Ebene & dieses Tripels irgendwie durch den Punkt i geht, 
so sind sie einander gleich für vier von einander unabhängige und folglich 
Be (1.) für alle Lagen der Ebene &, insbesondere auch dann, wenn das Tripel 
„ aus der dem Punkte ; gegenüberliegenden Tetraöderfläche und den beiden 
y Ebenen &, und &, besteht. Zufolge dieser letzten Bemerkung ist es gleichgültig, 
’e welche der beiden Ebenen &, und &, wir zur Bestimmung der vier Punkt- 
" massen M,. Ms. M,. m, benutzen; diese beiden Ebenen sind mit einander 
' vertauschbar und können folglich (1.) in den genannten Tripeln auch ersetzt 
’ werden durch eine beliebig durch ihre Schniltlinie s gehende Ebene. 
. 3. Den Eckpunkten 1, 2, 3. 4 jenes gemeinschaftlichen Poltetraöders 
‚ können also solche Massen m,. m,. m,, m, beigelegt werden, dass dieses vier- 
h 


punktige und das gegebene Massensystem gleich grosse Momente haben in 
Bezug auf jedes Ebenentripel, welches aus einer willkürlich veränderlichen 
Ebene &e des Raumes, einer beliebig durch die Schnittlinie s von &, und s, 
gelegten Ebene und der einen oder der anderen Seitenfläche &’ des Tetraöders 
zusammengesetzt ist. Weil aber diese dritte Ebene &’ vier von einander un- 
abhängige Lagen annehmen kann, so folgt hieraus (1.): 

In Bezug auf jedes Ebenentripel, welches aus zwei ganz beliebigen 
Ebenen und einer willkürlich durch s gelegten Ebene besteht, ist das Moment 
der vier Punktmassen m,. m;. m;. m; gleich demjenigen des gegebenen Massen- 
systemes. 

Insbesondere ist das dritte Moment des gegebenen Systemes Null be- 
züglich jeder Gruppe von drei Ebenen, welche die Gerade s und ausserdem 
die vier Punktmassen m.. m,. m,. m, enthalten. 


15 * 
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4. Legen wir nun durch eine Kante 12 des Tetraöders z wei beliebige 
Ebenen @' und e” und construiren deren erste Polaren bezüglich der dritten 
Nulllläche des Massensystemes, so haben auch diese beiden Flächen zweiter 
Classe ein gemeinschaftliches Poltetraäder, von welchem jedoch zwei Eck- 
punkte mit 3 und 4 zusammenfallen müssen, während die übrigen beiden, 5 
und 6. auf der Geraden s liegen; denn die Ebene ®' (und ebenso &”) bildet 


z.B. mit der Ebene s3 und jeder durch 4 gelegten Ebene ein Ebenentripel, 
in Bezug auf welches das Moment des gegebenen Massensystemes Null ist (3.), 


und folglich ist 4 der Pol der Ebene s3 in Bezug auf jede der beiden Flächen 
zweiter Classe. Wir können (3.) den Eckpunkten 3, 4, 5, 6 dieses neuen 
Tetraöders solche Massen m;, m\, m,, m, beilegen, dass ihr Moment und das- 
jenige des gegebenen Systemes in Bezug auf jedes Ebenentripel, welches die 
Gerade 12 enthält, gleichwerthig sind. Wenn die drei Ebenen dieses Tripels 
beliebig durch resp. 12, s und 3 gelegt werden, so sind in Bezug auf dasselbe 
die Momente des gegebenen Systemes, der Punktmasse m, und der Punkt- 
masse m, einander gleich, d. h. es ist m,=m,; und ebenso ergiebt sich m; — m;. 

Da die Gerade s nicht von allen Kanten des Tetraöders 1234 ge- 


schnitten wird, so dürfen wir annehmen, dass s und 12 nicht in einer Ebene 
liegen. Die vier Ebenen &, &, € und &”’ gehen also nicht durch einen Punkt; 
und weil in Bezug auf jedes Ebenentripel, welches eine dieser vier Ebenen 
enthält, das Moment der sechs Massenpunkte m,, mM;, Mz, m;, M;, m; gleich 
demjenigen des gegebenen Massensystemes ist, so gilt das Gleiche für jedes 
beliebige Ebenentripel des Raumes (1.). Also: 

Die sechs Punktmassen m,, m. m;, My, M;, m; sind dem gegebenen 
Massensysteme äquivalent hinsichtlich der dritten Momente. 


9. Jede durch die sechs Massenpunkte gehende Fläche zweiter Ord- 
nung F ist apolar zu der dritten Nullfläche des gegebenen Massensystemes, 
und insbesondere bildet jedes die sechs Punkte enthaltende Ebenenpaar eine 
apolare F’. Es giebt zehn solche Ebenenpaare, nämlich die zehn Paar Gegen- 
flächen des von den Massenpunkten gebildeten räumlichen Sechsecks. Weil 
ein solches Ebenenpaar mit jeder beliebigen Ebene & des Raumes ein Ebenen- 


tripel bildet, in Bezug auf welches das Moment des gegebenen Massensystemes 
Null ist, so folgt: 
Je zwei (Gegenebenen des Massensechsechs 123456 sind einander 
conjugirt in bezug auf jede der dreifach unendlich vielen Flächen zweiter 
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Classe. welche man erhält, wenn man von allen Ebenen e des Raumes die ersten 
Polaren bezüglich der dritten Nullfläche des gegebenen Massensystemes construirt. 

Das Massensechseck ist demnach ein gemeinschaftliches Polsechseck 
aller dieser Flächen zweiter Classe; wir wollen es kurzweg ein Polsechseck 
jener dritten Nullfläche nennen. 

6. Die erste Polare jeder Ebene des Polsechsecks redueirt sich auf 
eine Curee zweiter Classe, welche in der ihr gegenüberliegenden Ebene des 
Polsechsecks liegt; denn der Pol jeder willkürlichen Ebene & bezüglich jener 
ersten Polare ist (5.) in dieser Gegenebene enthalten. Also: 

Die zwanzig Ebenen eines jeden Polsechsecks berühren die sogenannte 
Kernfläche der dritten Nullfläche; je zwei Gegenebenen des Polsechsecks sind 
conjugirte Ebenen dieser Kernfläche. 

Bekamntlich ist diese Kernfläche von der vierten Classe, wie sich auch 
daraus ergiebt, dass jede beliebige Gerade s die Kante eines Polsechsecks 
bildet, von welchem vier Ebenen durch s gehen. 

7. Die oben (2,3,4) angegebene Construction eines Polsechseckes 
lehrt uns: 

kin Polsechseck ist durch das gegebene Massensystem völlig bestimmt, 
sobald eine Kante s (oder 56) desselben willkürlich angenommen ist. 

Aus der folgenden Betrachtung dagegen ergiebt sich, dass ein gegebener 
Punkt unendlich vielen Polsechsecken als Eckpunkt angehören kann. 

Verbinden wir die Eckpunkte eines Polsechsecks durch eine Raumcurve 
}* dritter Ordnung, so ist jede durch diese 4° gehende Fläche F’ zweiter 
Ordnung apolar zu der dritten Nullfläche des gegebenen Massensystemes. 
Wählen wir nun irgend eine Secante s der 4° zur Kante eines zweiten Pol- 
sechseckes, so ist, wie leicht gezeigt werden kann, auch dieses Sechseck der 
i* eingeschrieben. Denn verbinden wir von den vier ausserhalb s liegenden 
Massenpunkten dieses Sechsecks irgend drei durch eine Ebene & und zugleich 
s mit 4° durch eine F’, so bilden F* und & zusanımen eine apolare F°, in 
Bezug auf welche das Moment des vierten ausserhalb s liegenden Massen- 
punktes Null ist; dieser vierte, also überhaupt jeder der vier ausserhalb s 
liegenden Massenpunkte ist deshalb auf jeder durch 4# und s gehenden F’ 
enthalten, d. h. auf %. Vertauschen wir aber s mit einer anderen Kante des 
Sechsecks, so ergiebt sich ebenso, dass auch die beiden auf s befindlichen 
Sechseckpunkte auf A° liegen. — Hieraus folgt, weil je zwei Punkte von K 


durch eine Secante verbunden werden können: 
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Wenn eine Raumecurve dritter Ordnung einem Polsechseck umschrieben 
ist, so bestimmen je zwei Punkte A, B der Curve ein ihr gleichfalls einge- 
schriebenes Polsechseck, von welchem A und B zwei Eckpunkte sind. 

8. Die zwölf Eckpunkte von zwei beliebigen Polsechsecken liegen 
auf jeder Fläche F” dritter Ordnung, welche durch eilf derselben hindurchgeht. 
Denn diese F’ ist einem der beiden Polsechsecke umschrieben, also apolar 
zu der dritten Nulllläche des gegebenen Massensystemes; das Moment der 
sechs Massenpunkte des anderen Polsechsecks, d. h. dasjenige des zwölften 
Massenpunktes bezüglich der F° ist folglich Null, weshalb auch der zwölfte 
Punkt auf F° liegt. Eine Ausnahme erleidet der Satz nur dann, wenn dieser 
zwölfte Punkt die Masse Null hat; in diesem Falle aber würde sich das eine 
der beiden Massensechsecke auf ein Massenfünfeck reduciren, welches dem 
gegebenen Massensystem äquivalent ist, und der Sylvestersche Satz wäre 
bewiesen. Die gleiche Bemerkung kann zum Beweise des folgenden Satzes 
gemacht werden: 

Die zwölf Eckpunkte von zwei beliebigen Polsechsecken liegen auf 
einer Raumeurve C’" vierter Ordnung erster Species. 

Greifen wir nämlich unter den 12 Eckpunkten irgend vier nicht in 
einer Ebene liegende heraus, so lässt sich leicht zeigen, dass dieselben auf 
jeder durch die übrigen acht Eckpunkte gehenden F’, also auch auf der 
Schnittlinie C*° von allen diesen F* enthalten sind. Denn die Verbindungs- 
ebene von drei jener vier Punkte bildet mit jeder solchen F” zusammen eine 
F’, welche durch eilf und folglich durch alle zwölf Eckpunkte geht; w.z.b. w. 

9. Sind vier von den 12 Eckpunkten in einer Ebene enthalten, so 
muss jede F, welche 7 von den übrigen 8 Eckpunkten enthält, auch durch 
den leizten gehen; diese acht Eckpunkte bilden demnach eine Gruppe |2, 2,2]. 
Und wenn die beiden Polsechsecke einen gemeinschaftlichen Eckpunkt besitzen, 
so kann man leicht wie oben (8.) beweisen, dass ihre eilf Eckpunkte auf 
jeder F” liegen, welche durch sieben derselben hindurchgeht; also: 

Wenn zwei Polsechsecke einen gemeinschaftlichen Echkpunkt besitzen, 
so liegen ihre eilf Eckpunkte auf einer Raumeurve dritter Ordnung. 

Die sämmtlichen Polsechsecke, welchen ein gegebener Punkt A als 
Eckpunkt angehört, sind also einer Raumeurve dritter Ordnung eingeschrieben. 
Wenn nun aber das gegebene Massensystem hinsichtlich der dritten Momente 
durch fünf Massenpunkte ersetzbar ist, so bilden auch diese Punkte mit A zu- 


sammen ein Polsechseck (mit der Masse Null im Punkte A); und die fünf 
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Massenpunkte müssen folglich, wenn sie überhaupt existiren, auf jener durch 
A gehenden Raumcurve dritter Ordnung liegen, eben so gut aber auf jeder 
anderen Raumcurve dritter Ordnung, welche irgend einem Polsechseck um- 
schrieben ist. Diese Bemerkung zeichnet uns den Weg vor, auf welchem wir 
zum Beweise des Sylvesterschen Satzes gelangen. 

10. Seien zwei Raumcurven 4 und 4, dritter Ordnung gegeben, 
welche zwei beliebigen Polsechsecken umschrieben sind. Verbinden wir eilf 
von den Eckpunkten der Polsechsecke mit je vier anderen Punkten von 4’ 
und 4? durch eine Fläche F” dritter Ordnung (was möglich ist, da eine F° 
durch 19 beliebige Punkte gelegt werden kann), so enthält diese F?, weil 
sie auch durch den zwölften Eckpunkt geht (8.), je zehn und folglich alle 
Punkte von 4 und 4. Daraus folgt aber, dass 4 und A) mindestens einen 
Punkt P mit einander gemein haben; denn F’ wird von jeder durch 4° gehenden 
F? in %k und noch einer anderen Raumcurve %k, dritter Ordnung geschnitten, 
und da letztere, wenn sie nicht mit A) zusammenfällt, höchstens fünf Punkte 
mit 4} gemein haben kann, so muss mindestens einer (P) von den sechs 
Schnittpunkten der k} mit F? auf 4? liegen. 

Verbinden wir nun diesen Punkt P, welcher beiden Raumcurven 4 
und k} angehört, mit derjenigen C°”, welche den beiden, jenen Curven ein- 
geschriebenen Polsechsecken umschrieben werden kann (8.), durch eine Fläche 
zweiter Ordnung, so enthält diese je sieben und folglich alle Punkte der 
Raumecurven %° und A} dritter Ordnung. Also: 

Je zwei Raumcurven I” und I dritter Ordnung, welche zwei beliebigen 
Polsechsecken umschrieben sind, können durch eine Fläche zweiter Ordnung 
verbunden werden. 

Es folgt aus (7.), dass eine Secante s von A nur in dem Falle zugleich 
Secante von Ak} sein kann, wenn sie zwei Schnitipunkte der beiden Curven 
verbindet; die eine Regelschaar der Fläche zweiter Ordnung besteht demnach 
aus Secanten der einen, die andere Regelschaar aus Secanten der anderen 
Raumeurve, und diese Curven %k° und %k, schneiden sich folglich nicht in vier, 
sondern in fünf (reellen oder imaginären) Punkten. 

11. Dem Beweise, dass diese Schnittpunkte die gesuchten fünf Massen- 
punkte sind, schicken wir folgenden Satz voraus: 

Eine Raumcurve k’ dritter Ordnung, welche einem Polsechsech um- 
schrieben ist, wird von jeder nicht durch sie gehenden, zu der dritten Null- 


fläche apolaren Fläche zweiter Ordnung in einem Polsechseck geschnitten. 
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Nämlich zwei beliebige dieser Schnittpunkte bestimmen (7.) ein der 
k“ eingeschriebenes Polsechseck, und wir haben nur zu zeigen, dass auch die 
übrigen vier Eckpunkte desselben auf der apolaren F? liegen. Zu dem Ende 
verbinden wir drei von diesen vier Eckpunkten durch eine Ebene; dieselbe 
bildet mit F® zusammen eine apolare F°, in Bezug auf welche also das Momen! 
der im vierten Eckpunkte concentrirten Masse Null ist; u. s. w.., vel. (8.). — 

12. Diesem so bewiesenen Satze zufolge wird 4° auch von jeder 
durch die Raumeurve 4, gelegten F* in einem Polsechsecke geschnitten. Die 
Massen, welche den Eckpunkten eines dieser Polsechsecke beigelegt werden 
müssen, damit sie das gegebene Massensystem hinsichtlich der dritten Momente 
ersetzen, sind aber nur für die gemeinschaftlichen fünf Punkte der /? und k 


von Null verschieden; die Masse des sechsten Punktes wird Null. Denn wir 


2 
I 


können durch 4, auch solche Flächen zweiter Ordnung legen, welche nicht 
durch den sechsten Punkt gehen, und jede derselben bildet mit einer ganz be- 
liebigen Ebene eine F’, in Bezug auf welche das Moment des sechsten Punktes 
Null ist, obgleich der Punkt ausserhalb F° liegt. Da somit der sechste Punkt 
die Masse Null hat, so ergiebt sich: 

Ein beliebig gegebenes Massensystem kann hinsichtlich der dritten Mo- 
mente auf eine einzige Art durch fünf Massenpunkte ersetzt werden. In diesen 
fünf Punkten schneiden sich alle Raumeurven dritter Ordnung, welche den Pol- 
sechsecken der dritten Nullfläche des Massensystems umschrieben werden können. 

13. Das von den fünf Massenpunkten gebildete Fünfeck wird von 
jedem beliebigen Punkte des Raumes zu einem Polsechseck der dritten Null- 
fläche ergänzt. Jede demselben umschriebene F” ist zu dieser Nullflläche 
apolar. Daraus folgt (vgl. 5): 

Jede Ebene des Massenfünfecks ist der ihr gegenüberliegenden Kante 
conjugirt in Bezug auf jede der dreifach unendlich vielen Flächen zweiter 
Classe, welche den sämmtlichen Ebenen des Raumes als erste Polaren bezüglich 
der dritten Nullfläche des gegebenen Massensystemes entsprechen. 

Die Kernfläche dieser dritten Nullfläche (6.) wird demnach von allen 
Ebenen berührt, welche durch die zehn Kanten des Massenfünfecks gelegt 
werden können; d. h. diese 10 Kanten selbst gehören der Kernfläche an. 

Wir wissen, dass alle zu einer Fläche dritter Classe apolaren Flächen 
F’ zweiter Ordnung ein (specielles) Flächensystem von fünf Dimensionen 
bilden. Diejenigen F* eines Systemes, welche in je zwei Ebenen zerfallen, 
umhüllen die Kernfläche jener Fläche dritter Classe; also: 
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Die Flächen zweiter Ordnung, welche aus je zwei conjugirten Ebenen 


dieser Kernfläche vierter Classe bestehen, gehören einem Flächensysteme von 


fünf Dimensionen an. 


14. Zum Schlusse stellen wir die geometrischen Ergebnisse dieses 
Aufsatzes übersichtlich zusammen. und zwar in der reciproken Form, als 


Lehrsätze über die Kernfläche einer Fläche F? dritter Ordnung. 

Die Kernfläche einer F’ ist bekanntlich *) der geometrische Ort eines 
Punktes P, dessen erste Polare bezüglich der F’ eine Kegellläche zweiter 
Ordnung ist; sie ist zugleich Ort des Mittelpunktes P, dieser Kegellläche. Die 
Punkte P und P, sind einander conjugirt in Bezug auf die ersten Polaren aller 
Punkte des Raumes; sie heissen „reciproke Pole in Bezug auf die cubische 
Fläche F’*. 

Die Kernfläche der F° ist von der vierten Ordnung; sie enthält, wie 
gleichfalls bekannt, die zehn Eckpunkte und die zehn Kanten eines Fünfflaches 
oder Pentaäders. Ich will dieses Pentaöder das „Polfünfflach der F’* nennen, 
weil jeder Eckpunkt desselben der ihm gegenüberliegenden Kante conjugirt 
ist in Bezug auf die dreifach unendlich vielen Flächen zweiter Ordnung, welche 
den Punkten des Raumes als erste Polaren bezüglich der F” entsprechen, und 
weil demnach das Pentaeder ein gemeinschaflliches Polfünfflach aller dieser F" ist. 

Aus dem Vorhergehenden ergeben sich nun folgende neue Sätze: 

15. Der Kernfläche einer F? können unendlich viele Sechsllache oder 
Hexaöder eingeschrieben werden, sodass die sämmtlichen 20 Eckpunkte jedes 
solchen Sechsflaches auf der Kernfläche liegen (6.). Je zwei einander gegen- 
überliegende Eckpunkte eines so gelegenen Sechsflaches sind reciproke Pole 
in Bezug auf F’ (5.); das Sechsflach ist ein gemeinschaftliches Polsechsflach 
der dreifach unendlich vielen F’, welche den Punkten des Raumes als erste 
Polaren in Bezug auf F” entsprechen, und soll kurzweg ein Polsechsflach der 
cubischen Fläche F’ genannt werden (5.). 

Ein Polsechsflach : der F’ ist bestimmt durch eine willkürlich anzu- 
nehmende Kante desselben (7.). Die Kernfläche wird von der Kante in vier 
Eckpunkten des Polsechsflaches geschnitten, vier andere Eckpunkte fallen in 


*) Vgl. u. A. Cremona, M&moire sur les surfaces du troisi&me ordre; dieses Journal 
Bd. 68. R. Sturm, Synthet. Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung, Lpz. 1867. 
Salmon, Analyt. Geometrie des Raumes, deutsch von Fiedler, Lpz. 1565, 2. Thl. 
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die reciproken Pole jener ersteren vier und bestimmen sechs Kanten des Pol- 
sechsflaches, von welchen die Kernfläche in den übrigen zwölf Eckpunkten 


des Polsechsflaches geschnitten wird. — Bekannt dürfte sein der hieraus fol- | 
gende Satz: Legt man durch die reciproken Pole von drei jener ersten vier, Da 


auf einer Geraden liegenden Eckpunkte eine Ebene, so enthält dieselbe den 
vierten Eckpunkt. 

16. Unabhängig von der Kernfläche kann das Polsechsflach wie folgt 
construivt werden. Man bestimmt von irgend zwei Punkten der gegebenen 
Kante die ersten Polaren bezüglich der F® und sucht deren gemeinschaftliches 








Poltetraöäder; dann gehören die Flächen und Kanten dieses Tetraöders dem 

gesuchten Polsechsllache an (2., 3., 4.), und letzteres wird vervollständigt der 

durch analoge Benutzung von einer dieser neu gefundenen Kanten (4.). biqu 
Eine beliebig angenommene Ebene gehört unendlich vielen Polsechs- dar: 

flachen an (7., 13.), und zwar bilden die Flächen aller dieser Polsechsflache 

einen Ebenenbüschel dritter Ordnung (9.), d. h. sie schmiegen sich einer als 

Raumeurve dritter Ordnung an. Jeder Ebenenbüschel dritter Ordnung, welcher ges! 

die sechs Ebenen eines Polsechsflaches der F* enthält, geht auch durch die 

fünf Ebenen des Polfünfllaches dieser F* (12.); woraus sich eine Construction sen 

des Polfünfllaches ergiebt; je zwei solche Ebenenbüschel dritter Ordnung sind Eb: 

folglich allemal einer Fläche zweiter Classe umschrieben. die 
17. Eine Fläche zweiter Classe, welche die sechs Ebenen eines Pol- 

sechsflaches der F* berührt, hat mit jedem der im vorigen Satze (16.) be- M: 

zeichneten Ebenenbüschel dritter Ordnung sechs Ebenen gemein, welche eben- 

falls ein Polsechsflach der F” bilden (11.); jede Berührungsebene der Fläche eii 

zweiter Classe gehört einem dieser Polsechsflache an und bestimmt dasselbe. pu 

Jeder beliebigen Fläche einer Flächenschaar zweiter Classe können unendlich 

viele Polsechsflache umschrieben werden, wenn irgend zwei dieser Flächen 

solchen Polsechsflachen eingeschrieben sind. — Die zwölf Ebenen von zwei 

beliebigen Polsechsflachen werden von unendlich vielen Flächen zweiter Classe | is 

berührt, und zwar bilden alle diese Flächen eine Flächenschaar (8.), d.h. a 

ihre gemeinschaftlichen Berührungsebenen bilden einen Ebenenbüschel vierter 7 

Ordnung erster Species. ( 


Strassburg i./E., den 20. November 1873. 























Darstellung quaternärer biquadratischer Formen als 
Summen von zehn Biquadraten. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i./E.) 


1. In No. 13 der vorhergehenden Arbeit über eine „Erweiterung 
der Polarentheorie algebraischer Flächen“ wurde gezeigt, dass eine quaternäre 
biquadratische Form im Allgemeinen nicht als Summe von neun Biquadraten 
darstellbar ist. Wir wollen nunmehr den Satz beweisen: 

Eine quaternäre biquadratische Form kann auf unendlich viele Arten 
als Summe der vierten Potenzen con zehn linearen quaternären Formen dar- 
gestellt werden. 

Wir denken uns die gegebene quaternäre Form vierten Grades reprä- 
sentirt durch die vierten Momente eines Massensystemes in Bezug auf alle 
Ebenen des Raumes, und ertheilen demgemäss dem zu beweisenden Satze 
die für uns bequemere Form: 

Ein beliebig gegebenes Massensystem kann hinsichtlich seiner vierten 
Momente auf unendlich viele Arten durch zehn Massenpunkte ersetzt werden. 

Zugleich dürfen wir annehmen, dass das gegebene Massensystem aus 
einer endlichen Anzahl von Massenpunkten (etwa aus N(4)+1 = 35 Massen- 
punkten) bestehe. 

2. Die vierte Nullfläche des Massensystemes, deren Gleichung lautet: 


Zm(ec+Py+yz—p)‘ = 0, 


ist als eine beliebig gegebene Fläche vierter Classe zu betrachten. In Bezug 
auf dieselbe hat jede Fläche F? zweiter Ordnung eine bestimmte Fläche 
zweiter Classe zur Polare, und zwar wird diese Polare repräsentirt durch die 
Gleichung: 


Zm.F(z,y,3).(ece+dy+yz2—p) = 0, 


Ordnung und zweiter Classe von gleich viel (nämlich neun) willkürlichen 
Parametern abhängen, so überzeugt man sich leicht, dass auch umgekehrt 
16* 


wenn F’(£,n,{)=0 die Gleichung der F? ist. Da die Flächen zweiter 
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jeder beliebig gegebenen Fläche zweiter Classe eine bestimmte Fläche zweiter 
Ordnung entspricht, von welcher jene die Polare ist. Diese Bemerkung gilt 
auch für solche Flächen zweiter Classe, welche sich auf einzelne Punkte oder 
auf Punktenpaare oder auch auf Curven zweiter Classe reduciren. 

Wenn nun das gegebene Massensystem hinsichtlich seiner vierten 
Momente durch zehn Massenpunkte ersetzt werden kann, so muss die Polare 
einer jeden F’, welche durch neun dieser Punkte geht, sich auf den zehnten 
Punkt redueiren. Diese Bemerkung lehrt uns, auf welchem Wege wir zehn 
soiche Punkte zu suchen haben. 

3. Wir wollen sagen, die Fläche F’ zweiter Ordnung und jeder auf 
ihr liegende Punkt seien dem Punkte ($,,7,.{,) assoeürt bezüglich der ge- 
gebenen Fläche vierter Classe, wenn die Polare der F? sich auf diesen Punkt 
reducirt, also durch die Gleichung: 


es +Pm+rYS—p) = 0 
dargestellt werden kann. Damit aber die Polare der durch die Gleichung: 


F'(S, ve C) — 4 Stans n-+ a35-+ d,S+ 4a + d3;? C+ Ad,Nn- Ayo +4,44 == 0 
repräsentirten F° sich auf den Punkt ($,,7,,{ı) reducire, müssen die zehn 
Constanten a,, der F’ für alle Werthe von «, ?, y, p der folgenden Gleichung 


genügen: 


2 / af [ 2 ! BIER u \2 — E f E / | A eu \2 
Zm.F (z,y,2).(ae+Py+yz2—p) = K.(as +Pmn+yü-—p). 
Diese Bedingungsgleichung, in welcher K einen unbekannten Factor bezeichnet, 
zerfällt in zehn andere, welche für X und die zehn «, linear und homogen 


sind: dieselben lauten: 


-Kz} +a,_mz* +a,_mx’y +04, _mx’z +a,,Ime +4, 2mzey+-+ a, mx = 0 
2: S yaRRR. ? 2 3 
- Kzn+ a, mx y+ au _mx’y' + a, 2mx'ys +4, 2mz’y+ 4, 2mx y’+-+a,_maey = 0 
u. S. W. 


Eliminiren wir die eilf Unbekannten K und a, aus diesen zehn Gleichungen 
und der Gleichung F’(2,n,{) = 0, so erhalten wir die Gleichung derjenigen 
F’, welche dem Punkte ($,, 71, {&,) assoeiirt ist. 
Die Determinante dieser eilf Gleichungen, in welchen wir zur Ab- 
kürzung 
Smeyz—= A fü +r- A 
zmeyz =. ür g+r+s+t= 


grst 


setzen, ist die folgende: 
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Ss Nı Azıw Az ) Ası Az As Az A Ay An A, 1102 | 
Sı G Azuıo 1,1 As 0 A; 2011 Ar A, Anı A, u - t, 1021 Av | 
5, Az Az: As A: 2002 , A Ay Arır Aunı A, 1012 A, 3| 
[P, P,] = n, Az A, Ay A. 01 Ayın Aus Ayoı Au Au 11 Al | 
6: Az Ar Ar Ar Au A, Avıı Avızo Au Pi | 
7 Az Arzwı Ar Au Aysıı An Ann Abızı w Ayo 
a As Az A, 30 Aurı Anz Asızu Asız 21 Ayo Asosı 2 2? 
C, Asoıı As Aı Aroır Ayı A, 121 Ası 12 Ayısı Av Av 13 | 
1 Az An A, 12 A 1003 Ann Ay Asus Ayın2 2 13 A | 


Wir stellen sie dar durch das Symbol [P, P,|,. indem wir mit P einen ver- 
änderlichen Punkt ($&, 7, {) und mit P, den Punkt (S,,7,, &,) bezeichnen. Dem- 
nach repräsentirt die Gleichung: 

(P,P,] 
diejenige Fläche zweiter Ordnung, deren Polare sich auf den Punkt ($,,,,£,) 
oder P, redueirt, und jeder Punkt ?, dessen Coordinaten (£,r,{) dieser Glei- 


- 
- ,; 


chung genügen, ist dem Punkte P, associirt bezüglich der vierten Nullfläche 
des gegebenen Massensystemes. 

4. Die Determinante [P, P,] ändert sich nicht, wenn in ihr die gleich- 
namigen Coordinaten der Punkte P und P, mit einander vertauscht werden, 
es ist vielmehr [P, P,]=[P,, P]: d.h.: 

Wenn von zwei Punkten der eine auf der dem anderen associirten 
Fläche zweiter Ordnung liegt, so liegt auch der letztere auf der assocürten 
Fläche des ersteren. 

Der Punkt P, ist nur dann sich selbst associirt, wenn seine Coordinaten 
der für sie biquadratischen Gleichung [P,, P,}]=0 genügen; hieraus folgt: 

Alle sich selbst assocürten Punkte liegen auf einer Fläche vierter Ordnung. 

Ein beliebig angenommener Punkt ist demnach im Allgemeinen nicht 
sich selbst associirt. 

Zwei gegebenen Punkten P,, P; sind alle Punkte einer Raumcurvee C'“ 
vierter Ordnung erster Species assocürt, 
nämlich derjenigen Raumcurve, welche durch die beiden, für die laufenden 
Coordinaten &, n, quadratischen Gleichungen: 


P,P]=09 wd [P,P]=0 
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repräsentirt wird. Wir wollen diese Curve 0°? dem Punktenpaare P,, P., 
assocürt nennen. — Ebenso ergiebt sich: 

Drei gegebenen Punkten P,, P,, P, sind im Allgemeinen acht Punkte 
assocürt; dieselben bilden eine ‚‚dem Punktentripel P,. P,. P, assocürte“ 
Punktengruppe [2,2,2], in welcher drei Flächen zweiter Ordnung sich schneiden. 

9. Wir sind zu diesen Ergebnissen gelangt, indem wir (3.) ausgingen 
von der Identität: 

Zm.F (x, y,3).(e8X+ßy+yzs—p)” = K. (es +Pm+y&—p). 
und zugleich die dem Punkte ($,,n,.£,) associirte Fläche zweiter Ordnung 
durch die Gleichung 

F'($,n,%) = 0 
darstellten. Die rechte Seite jener Identität kann aufgefasst werden als das 
zweite (oder Trägheits-) Moment einer im Punkte (&,,n,,&,) concentrirten 
Masse K in Bezug auf eine beliebige Ebene («, %,y,p). Wir setzen 
K= M,.F’(&,n. 6.) 


und betrachten auch den Coefficienten M, als eine dem Punkte ($,.n, 
zulegende Masse; dann ist auch die Gleichung 


Zm.F (x, y, 2). (ee + Py+y3—p)—M.F (Sn, Sı)(es+Pn+y&—p) = 0 
identisch erfüllt für alle Werthe von «, ß, y, p. Diese Identität aber be- 
deutet, dass die Fläche zweiter Ordnung F’($5,n,&)=0 apolar ist zu der 
vierten Nullfläche eines Massensystemes, welches sich von dem gegebenen 
nur um die im Punkte (5,7, &,) concentrirte Masse M, unterscheidet. Diese 


Masse M, = FEN ist endlich, wenn F°(5,, 7, &,) von Null verschieden, 
>17 Hy 9ı 


,Sı) bei- 





also der Punkt (5,7, &,) nicht sich selbst associirt ist bezüglich der vierten 
Nullfläche des gegebenen Massensystemes. Also: 

Einem beliebigen Punkte P, kann eine solche endliche Masse M, bei- 
gelegt werden, dass, wenn dieselbe von dem gegebenen Massensysteme subtra- 
hirt wird, das neu entstehende Massensystem eine zu seiner vierten Nullfläche 
apolare Fläche F’ zweiter Ordnung erhält. Diese F* ist dem Punkte P, 
assocürt bezüglich der vierten Nullfläche des gegebenen Massensystemes. 

Wir dürfen diese zu P, associirte F? als bekannt ansehen, weil wir 
ihre Gleichung in Determinantenform bereits (3.) aufgestellt haben. Ergänzen 
wir sie durch eine andere Fläche zweiter Ordnung oder durch ein Ebenen- 
paar zu einer F*, so finden wir die Grösse M, der dem Punkte P, beizu- 
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legenden Masse, indem wir ihr Moment bezüglich dieser F* demjenigen des 
gegebenen Massensystemes gleichseizen. 
6. Eilf Punkten, von denen acht den drei übrigen P,. P;. P; 


> 


und 
diese paarweise einander assocürt sind bezüglich der vierten Nullfläche des 
gegebenen Massensystemes, können solche Massen beigelegt werden, dass sie 
das Massensystem ersetzen hinsichtlich der vierten Momente. 

Zunächst nämlich können wir den Punkten P,, P;, P, drei solche 
Massen M,. M,. M;, beilegen, dass, wenn wir dieselben von dem gegebenen 
Massensystem subtrahiren, das neu entstehende Massensystem drei zu seiner 
vierten Nullfläche apolare F° erhält (5.). Und zwar verbinden diese apo- 
laren F? je zwei der Punkte P,, P;, P; mit der Gruppe [2,2,2] der übrigen 
acht ihnen associirten Punkte, und können auf die vorhin angegebene Weise 
zur Bestimmung der Massen M,, M;, M, benutzt werden. Dass aber das neue 
Massensystem hinsichtlich seiner vierten Momente durch acht Massen, welche 
in jenen acht Schnittpunkten der drei apolaren F” concentrirt sind, ersetzt 
werden kann, wurde schon in No. 21 und 22 der Arbeit über die „Er- 
weiterung der Polarentheorie* bewiesen. Der obige Satz ist folglich richtig. 

Wir können den Punkt P, ganz beliebig, P, irgendwo auf der dem P, 
assoclirten F° und P, beliebig auf der dem Punktenpaare P,, P, associirten 
Raumcurve C°” annehmen; die übrigen acht Punkte sind dann bestimmt, sie 
bilden (4.) die dem Punktentripel P,, P;, P; associirte Gruppe [2,2,2]. Die 
Punkte P,,. P,, P; dürfen keine sich selbst associirten Punkte sein, weil sonst 
die ihnen beizulegenden Massen unendlich gross ausfallen würden (5.). 

. Wir wollen nun die einander associirten Punkte P, und P, fest 
annehmen, wodurch die ihnen beizulegenden Massen völlig bestimmt sind (5.); 
den Punkt P dagegen wollen wir die den beiden ersteren associirte Raum- 
eurve ©” durchlaufen lassen, sodass auch die Gruppe [2,2,2] der übrigen 
acht zu P,. P, und P, associirten Punkte sich auf C** bewegt. Dann muss 
mindestens einmal der Fall eintreten, dass zwei Punkte P, und P, dieser 
Gruppe auch einander associirt werden. 

Denn sei zunächst P ein beliebiger Punkt des Raumes, welcher den 
beiden associirten Punkten P, und P, der C** associirt ist; derselbe ist ein 
willkürlicher Punkt derjenigen Raumcurve C/”, welche durch die beiden qua- 
draiischen Gleichungen [P, P,]=0 und [P, P,]=0 repräsentirt wird. Wenn 
nun P, und damit zugleich P, die Curve C** durchläuft, so beschreibt C7” 
eine algebraische Fläche &, deren Gleichung sich ergiebt durch Elimination 
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der sechs Coordinaten von P, und P, aus den sieben Gleichungen: 


P»P]=0, [P»Pl=0, [P»P]=0, [P»P]=0, [P, P)=0, 
[P,P]=0 und [P,P,)l=0. 


Diese Fläche $& ist mindestens vom sechzehnten Grade; denn weil P, für 
jede Lage von P’, acht verschiedene Lagen in der Punktengruppe [2, 2,2) 
annehmen kann. so hat die Fläche F? zweiter Ordnung, welche einer be- 
stimmten Lage von P, associirt ist. mit $& acht verschiedene C,” gemein. 
ausserdem aber alle Punkte, in welchen die F’ von den nicht auf ihr liegenden 
C;” der Fläche & geschnitten wird. Von der zu P, und P, associirten Raum- 
curve © wird folglich 2 in mindestens 64 Punkten geschnitten; zu denselben 
gehören die sechzehn sich selbst associirten Punkte der C”” als einfache Schnitt- 
punkte, und jeder von den übrigen Schnittpunkten P, ist zwei, von ihm und 
von einander verschiedenen, associirten Punkten P, und P, der Raumeurve 
0°" associirt. 

S. Es giebt also auf der zu P, und P, associirten C”* drei Punkte 
0, R, S, welche paarweise einander, nicht aber sich selbst assoeciirt sind. 
Lassen wir nun den beweglichen Punkt P, einmal mit Q und einmal mit A 
zusammenfallen, so erhalten wir (6.) zwei verschiedene Gruppen von je eilf 
Massenpunkten, welche hinsichtlich der vierten Momente dem gegebenen 
Massensystem und folglich auch einander äquivalent sind. Diese beiden 
Gruppen haben die Punkte P,, P;, Q, R, S, nicht aber alle übrigen Punkte 
gemein; denn den drei Punkten P,. P,, Q ist eine andere Gruppe [2.2.2] 
associrt sals dem Punktentripel P,, P;,, R. In beiden eilfpunktigen Massen- 
systemen sind ferner die Massen M, und M, der Punkte P, und P, dieselben 
(2), and, die.Diflerenz beider Systeme ist folglich ein indifferentes Massen- 
syslem, welches (da die Massen von P, und ebenso von P, durch die Sub- 
traclion ‚aufgehohen, werden) aus höchstens fünfzehn auf C** liegenden Massen- 
punkten hesteht. 

Nun lässt sich aber leicht zeigen, dass die sämmtlichen Massen dieses 
fünfzehnpunktigen,‚indifferenten Massensystemes Null sein müssen. Legt man 
nämlich durch. irgend ‚vierzehn von den fünfzehn Punkten eine F*, welche 
den fünfzehnten nicht), enthält,,(was) möglich ist, indem man z. B. die vierzehn 
Punkte in, ‚zwei, siebenpunktige ‘Gruppen theilt und durch letztere zwei F’ 
legt), ,,so,.ist. das ‚Moment; des|, fünfzehnten Massenpunktes bezüglich dieser F’ 
Null, ‚und: folglich auch. .die | Masse, desselben Null. 
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Die beiden Systeme von je eilf Massenpunkten, welche beide dem 
gegebenen Massensystem äquivalent sind und die fünf Punkte P,,. P.. 0, R, S 
mit einander gemein haben, heben sich also gegenseitig auf, wenn wir sie 
von einander subtrahiren; und da mindestens ein Punkt des einen Svstemes 
dem anderen nicht angehört, so muss die Masse dieses Punktes Null sein. 
Die beiden zu dem gegebenen Massensysteme äquivalenten Systeme redueiren 
sich also auf ein und dasselbe zehnpunktige Massensystem; denn (1.) auf 
weniger als zehn Massenpunkte können sie sich im Allgemeinen nicht redueiren. 

9. Wir haben also nunmehr bewiesen: 

Ein beliebig gegebenes Massensystem kann hinsichtlich seiner vierten 
Momente auf unendlich viele Arten durch zehn Massenpunkte ersetzt werden. 
Einen dieser Punkte kann man der Lage nach willkürlich annehmen; dadurch 
ist aber die ihm beizulegende Masse völlig bestimmt, und zugleich eine Fläche 
F’ zweiter Ordnung, auf welcher die übrigen neun Punkte liegen. Nimmt man 
auf dieser F’ den zweiten Punkt beliebig an, so ist dadurch die Masse desselben 
bestimmt, sowie eine Raumcurve C'” vierter Ordnung erster Species, auf 
welcher die letzten acht Punkte liegen. Von diesen acht Punkten ist keiner 
mehr willkürlich auf C’” annehmbar, ihre Lagen und ihre Massen sind viel- 
mehr durch die Lage der ersten beiden Punkte bestimmt. Zugleich ergiebt sich: 

Wenn ein gegebenes Massensystem eine zu seiner vierten Nullfläche 
apolare Fläche F’ zweiter Ordnung besitzt, so kann es hinsichtlich seiner vierten 
Momente auf unendlich viele Arten durch neun Massenpunkte ersetzt werden. 
Einer dieser Massenpunkte kann der Lage nach willkürlich auf der apolaren 
F’ angenommen werden; dadurch sind Lage und Nlassen aller neun Punkte 
bestimmt. 

Aus dem Beweise in (7.) scheint übrigens hervorzugehen, dass die 
letzten acht Massenpunkte durch die Lage des ersten oder der beiden ersten 
nicht eindeutig bestimmt sind; doch dürfte sich dieser Schein als trügerisch er- 
weisen, weil die acht paarweise einander associirten Punkte, welche mit P, 
und P, zusammen die Träger des gesuchten zehnpunktigen Massensystemes 
bilden, mehrfache Punkte der bei jenem Beweise benutzten Fläche & sind. 


Strassburg i./E.,. den 29. November 1873. 
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Zwar Theorie der inneren Reibung. 


(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Breslau.) 





F ür die theoretische Begründung der Elektrodynamik hat man in 
neuerer Zeit mehrfach die, einem Gedanken von Laplace ähnelnde Hypothese 
zu verwerihen gesucht, dass die von einem elektrisirten Punkte auf einen 
anderen ausgeübte Kraft nicht momentan zur Wirkung gelange, sondern einer 
gewissen Zeit bedürfe, die zwischen beiden Punkten gelegene Entfernung zu 
durchlaufen. Es liegt nahe, dieselbe Vorstellung auf die Elastieität anzu- 
wenden, also von den Kräften der Cohäsion ebenso anzunehmen, dass Ursache 
und Wirkung nicht in einen und denselben Zeitmoment zusammenfallen. Denn 
wenn auch die Molecularkräfte, in denen wir den Grund der Cohäsion und 
Elastieität suchen, nur bei unmessbar kleinem Abstande der auf einander ein- 
wirkenden kleinsten Theilchen eine merkliche Stärke besitzen, so ist dieser 
Abstand doch nicht im mathematischen Sinne unendlich klein; und es wird 
einer zwar sehr kleinen, jedoch immer noch endlichen Zeit bedürfen, dass 
die ausgeübte Wirkung, ähnlich wie eine Welle, den Weg von dem wir- 
kenden Theilchen bis zu dem angezogenen oder abgestossenen mit einer 
freilich sehr grossen, aber doch endlichen Geschwindigkeit durchlaufe. Der 


ebenfalls sehr kleine Werth der von einem Theilchen auf ein anderes aus- 


geübten Kraft erfährt also, wenn die Anwendung jener Hypothese berechtigt 
ist. durch dieselbe eine zwar geringe Correction, aber doch in solchem Be- 
trage, dass dieselbe nur dann vernachlässigt werden darf, wenn die Ueber- 
tragung der Kraft mit wirklich unendlich grosser Geschwindigkeit erfolgt. 
Ich enthalte mich hier, wo es mir vornehmlich darauf ankommt, die 
mathematischen Folgerungen aus jener Hypothese zu entwickeln, billig jeder 
Speculation über die Frage, durch welches Medium die Uebertragung der Kraft 
vermittelt werde. Ich überlasse es dem Leser, ob er die Vorstellung eines 


Lichtäthers, wie sie in den älteren mathematischen Untersuchungen über die 


Elastieität sich findet, festhalten, oder ob er sich den neueren Ideen zuwenden 
will, nach denen die Uebertragung einer Kraft nur durch unmittelbaren Zu- 
sammenstoss der Theilchen, hier also entweder durch die gröberen, die Mo- 
lekeln, oder durch die feineren, die Atome, erfolgen soll. Denn beide Vor- 
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stellungen stimmen in dem für jetzt einzig wesentlichen Punkte. dass die 
Uebertragung der Kraft Zeit erfordert. mit einander überein. 

Führt man diese Hypothese in die Theorie der Elastieität ein. so liefert 
die Rechnung Formeln, welche sich von den bekannten durch hinzugefügte 
Glieder unterscheiden. durch welche. wie ihre Form sofort erkennen lässt. 
der inneren Reibung des elastischen Mediums Rechnung getragen wird. Diese 
Betrachtung führt also zu einer neuen theoretischen Begründung der Diffe- 
rentialgleichungen für die Reibung, durch welche diese Kraft als ein durch 
zeitliche Verzögerung entistehender Mangel an vollkommener Elasticität erscheint. 

Diese neue Herleitung jener Gleichungen wünschte ich an die Stelle 
derjenigen treten zu lassen, welche ich in meiner ersten Abhandlung über die 
innere Reibung im 59. Bande dieses Journals gegeben habe. welche ich aber 


— 
en 


jetzt nicht mehr für allgemein gültig anerkenne. 


Die Rechnung will ich nicht bis ins einzelne durchführen. sondern ich 
beschränke mich auf diejenigen Andeutungen, welche für den, mit den älteren 
Theorien vertrauten Leser ausreichend sind. Ich lege mir diese Beschränkung um 
so lieber auf, als ich mich nicht an eine besondere jener Theorien eng anschliessen 
möchte, sondern mich in grösserer Allgemeinheit auszudrücken vorziehe. 

Alle älteren Theorien der Elastieität stützen sich auf die Vorstellung, 
dass ein Theilchen des Körpers auf ein anderes mit einer Kraft wirke, deren 
Stärke nur von der Entfernung der beiden Theilchen abhänge. Diese An- 
nahme behalte ich auch hier bei, jedoch mit einer durch die erwähnte Hypo- 
these gebotenen Abänderung: es handelt sich nicht um die Entfernung, in 
welcher die beiden Theilchen sich zu derselben Zeit befinden. sondern um die 
Entfernung zweier Orte, welche sie zu verschiedenen Zeiten einnahmen; für 
das wirkende Theilchen ist der Ort zu wählen. an welchem es sich zu der 
Zeit, als die Wirkung ausgeübt wurde, befand; für das angezogene oder ab- 
gestossene dagegen sein Ort zu der späteren Zeit, als es die Einwirkung der 
Kraft empfing. 

Die beiden soeben erwähnten Entfernungen mit etwas verschiedener 
Bedeutung werden einen um so beträchtlicheren Unterschied ihrer Werthe 
aufweisen, je grösser die Geschwindigkeiten sind. mit denen die Theilchen 
des elastischen Mediums während der kurzen Zeit, in der die Wirkung aus- 
geübt und empfangen wird, sich bewegen. Es lässt sich daher ohne Rechnung 
u.” 








132 Meyer, zur Theorie der inneren Reibung. 


übersehen, dass zu den bekannten Ausdrücken der elastischen Kräfte Glieder 
hinzutreten müssen, welche von der Geschwindigkeit abhängige Kräfte darstellen: 
und in dem speciellen Falle, dass die elastischen Verrückungen, also auch die 
Geschwindigkeiten so klein sind, dass ihre höheren Potenzen vernachlässigt 
werden dürfen, lässt sich sogar erkennen, dass die neu hinzutretenden Glieder 
lineare Functionen der Geschwindigkeiten sein werden. 

Nach dieser Ueberlegung bedarf es kaum noch eines Beweises durch 
Formeln, dass die neu auftretenden Terme mit den Ausdrücken identisch sind, 
welche man für die Kräfte der inneren Reibung direct aus der Hypothese 
Newtons hergeleitet hat*), da nach dieser Hypothese die Reibung der Ge- 
schwindigkeit der relativen Bewegung der Theilchen gegen einander pro- 
portional angenommen wird. Doch mag es nicht ganz überflüssig sein, durch 
einige Formeln die Sache klarer darzulegen. 

Ein Massentheilchen m besitze eine Ruhelage, welche durch die Coor- 
dinaten x, y, > bestimmt sei. Zur Zeit # habe es eine Verrückung erlitten, 
deren Componenten za, v, w seien. Ein zweites Massentheilchen m, welches 
auf m eine Wirkung zur Zeit !—t ausübt, die zur Zeit £ zu dem letzteren 
gelangt, habe die Gleichgewichtslage c+x, y+y, 3+3; zur Zeit £—t habe 
es die Verrückungen u, v, w erlitten. Dann ist der Ausdruck der von m 
auf m ausgeübten Kraft 


fir), 
wo f eine unbekannte Function und r die durch die Gleichung 
= t+u1—-u)’+(Y+9—-o”’+Gg+m—w)’ 
ausgedrückte Entfernung bedeutet; zugleich besteht die Beziehung 
Pe, 
falls x die constante Geschwindigkeit bedeutet, mit welcher die Wirkung die 


Entfernung r in der Zeit t durchläuft. Die 3 Componenten der “ausgeübten 
Kraft sind 


3 0—w 
r 











t+tu—s ...; u-v—v „. N 
r fir); r fur /) fir). 

Um diese Ausdrücke weiter zu entwickeln, dient die Bemerkung, dass, wie 

u, ec, w als Functionen von z, y, 3 und £ aufgefasst werden können, ebenso 


auch u, v, w Functionen und zwar dieselben Functionen von den Argumenten 


*) Cauchy, Exere. de math. 3'"* annee. S. 183. Barre de St. Venant, Comptes 
rendus Tome 17. S. 1240. Stefan, Wiener Sitzungsberichte, Band 46, Abth. 2, >. 8. 
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+ y+9% +3 t—t sind. Hieraus folgt, falls x, 9, 3, sowie die Zeit t 
kleine Grössen sind, die Gültigkeit der Entwicklung 


N du  ,.du  , du du 
dx RT dy IT dz ? dt 
ERS nor EM" TEROEER, Vicift EEE WR...) VERHRER, DEHORR 
MP, de’  dy? 9 ? dx dt rt dydt y* 5) 


und zweier entsprechenden für v» und w. Ferner ist, wenn 0 die Entfernung 
der Theilchen m und m im natürlichen Zustande, also 


Dr a Er 5a 
Ali Zu 


i 


ist, unter Vernachlässigung höherer Potenzen der relativen Verrückungen 


L / \ f v) f \ N x f \ 
r = 0+—-(u—-u)+—- (9—-v) + —- (w— mw). 
0 OÖ 0 


- 


Entwickelt man endlich 





It-u—u „ I: En Ei. 
-—f{r) = xy(e)try(g)(r-e)+(u—u)w(e), 


wo zur Abkürzung 


ee‘ ran 

> (0 1 dın (oO 
v(o)= [(@) ww" (0) = Fi = 
vw. o f do 





gesetzt ist, und ebenso die beiden andern Ausdrücke und setzt aus den obigen 
Formeln die Werthe ein, so sind die elastischen Kräfte durch Reihen dar- 


gestellt, deren einzelne Glieder die Verrückungen a, ®, w, die Geschwindig- 


du dv dw 
dt?’ dt’ dt 


als Factoren enthalten. 
Es erübrigt noch, die Resultante dieser Kräfte zu finden, das heisst 


keiten 








und die Differentialquotienten dieser 6 Grössen linear 


die Summe der obigen Ausdrücke in Bezug auf sämmtliche Theilchen zu bilden, 
deren Wechselwirkung in Betracht kommt. Diese Rechnung wird sich ver- 
schieden gestalten, je nachdem man die Methode Naviers*) verfolgt und die 
Resultante der Kräfte selber bildet, oder nach der von Poisson **) herrührenden 
die Werthe der resultirenden Druckcomponenten aufstellt, oder endlich nach 
Carl Neumanns***) Methode das Potential der elastischen Kräfte entwickelt. 
Das Ergebniss der Rechnung lässt sich aber in allen Fällen leicht übersehen. 





*) Memoires de l’Academie de Paris. Tome 7, 1524. 9. 375. 
*%*) Memoires de l’Academie de Paris. Tome 8, 1829. 8.357. Journal de l'ecole 
polytechnique. 20 Cah. Tome 13. 1831. 8.1. 
*##) Dieses Journal, Bd. 57. 
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Werden bei dieser Rechnung, wie bisher, alle Glieder vernachlässigt, 


welche in Bezug auf die Verrückungen «, ev, w und die Geschwindigkeiten 
zweiter oder höherer Ordnung sind, so ist es erlaubt, die Zeit t überall durch 
die Gleichung 

oo = xt 
zu definiren. In der veränderlichen Grösse t sind also nur gerade Potenzen 
von x. 9, 3 enthalten. 

Dies erleichtert wesentlich die Ausscheidung derjenigen Glieder, welche 
bei den nach x, y. ; auszuführenden Summationen im Falle eines isotropen 
oder auch eines durch drei auf einander rechtwinklige Ebenen symmetrisch 
theilbaren Mediums verschwinden. Man erkennt aus der für u aufgestellten 
Formel leicht, dass, wenn in den Schlussformeln der Rechnung ein z. B. 


enthaltendes Glied auftritt, welches nicht verschwindet, weil es nur 


gerade 
Potenzen von x, y, 3 enthält, 


dann allemal ein ähnliches hinzutreten muss. 
n du \ 2 

welches mit dem Factor — behaftet ist; dasselbe gilt von e und :o und den 

entsprechenden Componenten der Geschwindigkeit. 


Hieraus ergiebt sich, dass die bekannten Formeln für die Componenten 
des elastischen Druckes folgende abgeänderte Gestalt annehmen werden: 


_X — (2. du +9)+ na du +9), 


. A du, d\, dy/du de 
-4,=-1,= ( dy ' d« )+ dt ( dy =) 


und entsprechend die übrigen; hierin bedeutet 9 die räumliche Dilatation 








". du do dır 
se "Eu dy dz ? 





und es ist 4 die von Poisson ebenso bezeichnete Elasticitätsconstante, 
n als Reibungscoefficient zu deuten ist. 


während 


Die Dillerentialgleichungen zur Bestimmung von «, e, « werden also, 
wenn & die Dichtigkeit bedeutet: 














du ER 9. UN 

er = k(A: H-- +47 A u 2 —- ) 
d’v d$ 
in au BE . ei / 

u k(Ac+ " (20 ua dy ) 
d’w ni: 4 





en = k(Aw+27 en (Aw +2 


worin & eine Abkürzung für die Operation 
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d’ d’ ’ d’ 


/ \ 
”, i 


da?’ ' dy? ' de’ 

ist. Diese Gleichungen enthalten den Beweis für die in der Einleitung auf- 
oestellte Behauptung, dass unsere Hypothese zu Formeln führe, welche sowohl 
der Elastieität, als auch der inneren Reibung des Mediums Rechnung tragen. 

Die vorstehenden Gleichungen dürfen sowohl auf feste, als auch auf 
flüssige und gasförmige Medien angewandt werden. Im ersteren Falle, für feste 
Körper, muss jedoch die, bekanntlich auch für die einfacheren Navierschen und 
Poissonschen Gleichungen erforderliche Verbesserung angebracht werden, dass 
statt der einzigen Elastieitätsconstante deren zwei einzuführen sind. Vielleicht 
hat man ebenso für diese Classe von Medien zwei verschiedene Constanten der 
inneren Reibung zu unterscheiden, je nachdem die Bewegung mit oder ohne 
Aenderung des Volumens vor sich geht. 

Für den Fall einer tropfbaren oder elastischen Flüssigkeit ist diese 
Verbesserung überflüssig. Die elastischen Druckkräfte fallen dann aus den 
Formeln fort oder werden vielmehr durch den hydrostatischen Druck ersetzt; 
und mit den von diesem abhängigen Gliedern der Formeln vereinigen sich 
von selbst die Ausdrücke derjenigen Reibung, welche bei einer Aenderung 
des Volumens ausgeübt wird. Für tropfbar oder elastisch flüssige Medien 
existirt also nur ein einziger, der Beobachtung zugänglicher Reibungscoefficient. 

Zum Schluss bilden wir noch die Werthe der beiden Constanten % 
und 7. Nach Poisso» ist der Werth der Elasticitätsconstante 
; dıv(o 


k = on Oo PB 
H1677 R ’ do 





wo 4 den Abstand zweier benachbarten kleinsten Theilchen bezeichnet: also 


wird der Reibungscoefficient 


ee 1 < ‚dw 0 


[2] . u ) — cr 
' 304° | do 





Diese letztere Formel scheint zu einem doppelten Bedenken Anlass zu geben, 
erstens wegen des negativen Vorzeichens, zweitens wegen des Umstandes, 
dass die Potenz der sehr kleinen Grösse o einen Grad höher ist, als in %k: 
man könnte also vermuthen, dass 7 sehr klein und negativ sei. Dieses Be- 
denken aber wird durch die Ueberlegung beseitigt, dass die Function (oe) 
und ihr Differentialquotient mit wachsendem Argumente einen Wechsel der 
Vorzeichen erleiden müssen. 


Breslau im October 1973. 
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Das Gleichgewicht und die Bewegung einer 
unendlich dünnen, beliebig zekrümmten 


elastischen Schale. 
(Von Herrn H. Aron.) 





Her: Kirchhoff hat zuerst in seiner Abhandlung, dieses Journal Bd. 40. 
aus den allgemeinen Gleichungen der Elastieität die wahren Gleichungen für 
kleine Verschiebungen und Schwingungen unendlich dünner elastischer Platten 
hergeleitet und aus ihnen die Klangfiguren auf kreisrunden, dünnen Scheiben 


berechnet. Im 56. Bande des Journals entwickelte ebenfalls Herr Kirchhoff 


die Theorie der Bewegung und des Gleichgewichts unendlich dünner Stäbe. 
bei welchen, ohne dass die Elemente mehr als kleine Dilatationen erleiden. — 
welches die einzige Voraussetzung der allgemeinen Elastieitätstheorie ist — 
endliche Formänderungen möglich sind, und bemerkt zugleich, dass man seine 
Resultate für unendlich dünne Platten auf dieselbe Weise erhalten könne. 
Demgemäss hat dann Herr Gehring in seiner in Berlin 1860 eingereichten 
Dissertation die Differentialgleichungen für das Gleichgewicht und die Bewegung 
unendlich dünner Platten, die kleine Formänderungen erleiden, behandelt, in- 
dem er zugleich eine krystallinische Beschaffenheit der Platten zuliess. Clebsch 
hat sodann in seinem Buche: „Theorie der Elasticität fester Körper“, auch 
unter Anwendung der von Herrn Kürchhoff bei Gelegenheit der Behandlung 
dünner Stäbe entwickelten Prineipien, die Gleichungen für endliche Form- 
änderungen dünner Platten, die in den Elementen nur unendlich kleine Dila- 
tationen erleiden, aufgestellt und aus ihnen die Gleichungen für unendlich kleine 
Verschiebungen hergeleitet. Hier will ich, gestützt auf die vorher erwähnten 
Arbeiten, für beliebig gekrümmte Flächen, also für sehr dünne elastische 
Schalen, die endliche Formänderungen erleiden können, bei denen aber in 
den Elementen nur unendlich kleine Dilatationen eintreten, die allgemeinen 
Gleichungen für das Gleichgewicht und die Bewegung aufstellen, alsdann aber 
den Fall unendlich kleiner Verschiebungen besonders berücksichtigen. 


I. 


Die Coordinaten der Mittelfläche der Schale, bezogen auf ein geradlinig 
rechtwinkliges, festes Coordinatensystem, seien X, Y, Z. Diese 3 Coordinaten 
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seien als Functionen zweier unabhängigen Variablen «, e gegeben. Man setze 
sodann nach Gauss 








oX oY oZ 
——g, ——b, —=c, 
OU ; OU r OU 
oX ' © Y N oZ f 
ur = A - ‘ = b “ I ing . © 
co P OU or 
ferner | 
a+b+- ce =E, 
aad+bb-+cc = F, 
a+b’re = GM. 


Ich will nun die #«®-Coordinaten so wählen. dass #—=const.. ® —const. 
zwei Schaaren sich rechtwinklig schneidender Curven auf der Fläche bilden, 
oder mit anderen Worten, das F=0 ist. Ein solches Coordinatensvsiem auf 
der Fläche ist nicht nur immer vorhanden, sondern es giebt sogar noch eine 
unendliche Anzahl auf jeder Fläche. Haben die «©.-Coordinaten diese Eigen- 
schaft. und ist ds ein Bogenelement auf der Fläche, so ist 

ds = Edw-+ Gde”. 

Es soll nun s, die Länge der Curve e@ = const., die durch den Punkt 

a, c geht, bezeichnen und zwar von ihrem Schnittpunkte mit der Curve «—0 


n 8 


an bis zu dem Punkte «, e; s, dagegen bezeichne die Länge der Curve 
a —= const., die durch den Punkt x, e geht. von ihrem Schnittpunkte mit der 
Curve e=0 an bis zum Punkte », e. 

Es ist alsdann 

ds; = Edu, ds; = Gdr', 

weil im Verlauf dieser Curven # resp. © constant sind, also du resp. do—=0 sind. 

Ich zerlege durch zwei solche Curvenschaaren # = const., © = const. 
die Fläche in eine doppelt unendliche Schaar kleiner Rechtecke, deren Di- 
mensionen in Breite und Länge von der Ordnung der Dicke der Schale sind. 
Die Raumcoordinaten der Mittelpunkte P dieser Rechtecke. welche vor der 
Deformation X, Y, Z waren, mögen nach der Deformation £, n, € sein. Ein 
solches Element erleidet, während die Schale endliche Formänderungen er- 
fährt, nur unendlich kleine Deformationen, und die diesen Deformationen ent- 
sprechende Arbeit lässt sich somit aus den allgemeinen Gleichungen der 
Elastieität finden. 

Zu diesem Zwecke denke ich mir in jedem Elemente ein zweites 
Coordinatensystem. Dieses sei weder im Elemente noch im Raume fest. Es 
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soll nın seine Lage für jede Form der Schale festgestellt werden. Bei der 
Ruhelage der Schale sei sein Anfangspunkt in P, dem Mittelpunkte des gerade 
betrachteten Elementes, und die Axe der x, y und z habe die Richtung von 
ds,. ds, und z, der Normale zur Fläche im betreffenden Punkte. x--ı.. 
4%, 341m, seien alsdann die Coordinalten irgend eines Punktes im Elemente, 
bezogen auf das bezeichnete Coordinatensystem. Hier sollen x, 9, 3 die 
Coordinaten desselben Punktes sein bei der Ruhelage des Elementes für 
sich. Diese Ruhelage des Elementes für sich ist aber bei gekrümmten Flächen 
eine andere, als die Ruhelage desselben Elementes. während es mit der Fläche 
verbunden ist: denn alsdann wird von dem einen Theil ein Zwang auf den 
andern ausgeübt, dadurch wird erst dem Elemente, das an sich in der Tan- 


genlialebene zu bleiben bestrebt ist, seine Krümmung ertheilt. Nach der De- 


[formation seien die Coordinaten desselben materiellen Punktes in Bezug auf 


das verlegte Coordinatensystem 
CISHWtm, Yy%+0%, 2m, +W. 

Die Lage der Coordinatensysteme im Elemente für sich und im Elemente 
in Verbindung mit der Schale während oder nach der Deformation sollen nun 
so bestimmt werden, dass u,, %, 1%, U, d. mw weder gemeinschaftliche Ver- 
schiebungen. noch gemeinschaftliche Drehungen enthalten sollen. Sollen nämlich 
keine gemeinschaftlichen Verschiebungen mitbetrachtet sein, so muss der An- 
fangspunkt des Coordinatensystems sich noch in dem mit P bezeichneten Punkt 


befinden, es muss für 
ge = 0, Y en 0, a =. 0 


auch 
= = woß, 
u=0, 9=0, w=d 
sein. 
Es soll nun aber auch von gemeinschaftlichen Drehungen abgesehen 
werden. — Wenn die Lage eines Punktes in einem Körper gegeben ist, so ist 


durch die Lage einer Ebene, die durch diesen Punkt geht, und einer nach 
einer Richtung von diesem Punkte ausgehenden Geraden die Lage des Körpers 
bestimmt. Es soll nun die @y-Ebene in beiden veränderten Lagen so ge- 
wählt sein, dass sie eine Tangentialebene im Punkte P zur Fläche bildet, in 
die die ursprüngliche zy-Ebene in beiden Fällen übergeht. Im Punkte P 
ist alsdann 
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Ferner soll die z-Axe in beiden Fällen die Tangente der Curve im 
Punkte P sein. die die ursprüngliche z-Axe jedes Mal bildet, und zwar mit 
der positiven Seite dahin gerichtet, wo die posilive Seite der ursprünglichen 
x-Axe liegt. 

oV od 


Es ist alsdann im Punkte P auch _—(). —(), Da aber dann 


COX 0X 
in der Nähe des Punktes P keine Verschiebung oder Drehung stattgefunden 
hat, so hat überhaupt keine gemeinschaftliche Verschiebung oder Drehung 
stattgefunden; dies haben wir dadurch erreicht, dass für die jedesmalige Lage 
der Coordinaten folgende sechs Festsetzungen getroffen wurden, dass für 
e=V)V, y=d, = 
ei ser ud. 





od ow ow, 
MR — VD, m  — Ü. ae — VÖ, 
or / ox ( y 
resp. 
u - Ü. 9 VÖ. dv Ü, 
oO n iv oWw 
0, 70, 
UX OL oY 


sein soll. 
Die Richtungscosinusse der x-, y- und z-Axe nach der Deformalion mil 


den drei festen Coordinaten-Axen seien resp. 


) .) er, - a 


Os I) Vıre . var [/ı» / | » ) | / 293 


“.! | 


und &', »/, © seien alsdann die Coordinaten des ursprünglichen Punktes ır, 
y, z3 im Elemente mit den festen Coordinatenaxen. Es lässt sich nun schon 
erkennen, dass, wenn die Lage des Mittelpunktes / der einzelnen Elemente 
nach der Deformation gegeben ist. also die Coordinaten S, 7, {, die Form der 
Schale überhaupt bestimmt ist; es müssen sich also auch eindeutig dadurch die 
9 Grössen 


) 
Y ® AV. Y “ nr n Ar. 
0 Pr 5 en Pr Yu un Pr 7 


bestimmen, ferner für jeden Punkt x, y, 3 im Elemente P sind dann schon 
bestimmt 5’, 7’, © und, wenn die ursprüngliche Form der Schale bekannt ist, 
auch u, v, w. 

Für die 9 Richtungscosinusse bestehen bereits 6 Gleichungen 


BA A ' m P 
 AuTrPpuTrYo — 1. 0, +, ıtY7 7? —— Ü. 


\ > N ))> 


(1.) o+pıtyi=l, o,+ 3 ty =0. 


[ A 


. >. 
0,0, Po 
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Es handelt sich nur darum, noch drei Gleichungen zu finden, die sie mit 




















&£, n, S in Relation setzen. : 
Der Punkt «, © hat nach der Deformation die Coordinaten int, 1 
| j i j - ä 
Dem Punkte «+ du, vo entspricht somit nach der Deformation der Punkt i 
u em oT | 
s+ du, n+—— du, + —-du 
{ OU ) 
oder, da 
ds 
du = —., 
1 
„1.06 de, ‚con ds, U 
sr — n-7 og C+ _— oe 
ou YE’ ° ©u VE cu VE 


Während S, 7, 5 die Coordinaten des Anfangspunktes des Elementes 


ds, nach der Deformation sind, sind das die Endcoordinaten. Nun gehe ds, 


bei der Deformation in ds, über. somit haben wir als die Richtungscosinusse 
der Elemente ds, nach der Deformation 


























o& ds, on ds, 0 ds, 
ou YE cu yE ou VE 
ds, . ds, \ ds 


l 


Es sei nun &, die Dilatation in der Richtung der x-Axe, es ist alsdann 


ds, —ds, 





=&, ds =ds,(1-+8&); 





ds, 


setzen wir das oben ein, so folgt, dass die Richtungscosinusse der Elemente 
ds, nach der Deformation 
© 1 en 1 oc 1 


) rs # /TYr , i , 7 ’ m. z Tı 
(-+&)yE u (1--&)YE u (1+&)YE 


In 








sind. 


Da aber das Element ds, auch nach der Formänderung die z-Axe 
bildet, deren Richtungscosinusse «,, u, 7, sind, so haben wir: 


- 














oE 1 on 1 R oL 1 
3 = = 0uy rg = = Po» 2 | = Yo; 
u. (A--&)YE vor (A+&)yE .. (A-+&)VE 
daher: 
, ÖE =, Pe, ° . RL 
(2.) En - «yE(1+&), a PyEliita), Zus = yyE(l+a). 


Aus diesen Gleichungen erhalten wir, indem wir mit 


. fi A ) 
Es Po» 70» uE Pı> /ı9 023 Pas 72 


multiplieiren und je drei addiren, andere Formen für diese drei Gleichungen, 
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it die wir später brauchen werden: 
Für die Richtungscosinusse des Elementes ds, nach der Deformation 
finden wir ähnlich, wenn wir seine Dilatation gleich & setzen: 
© (1+8.)YG’ © (A+s)YG Co (1+8)YG 
’ Aber das Element ds, bildet nach der Deformation nicht mehr die 
n-Axe, sondern sie weicht von ihr um einen kleinen Winkel r ab, folglich 
er | Br | De | 
0 —— + Pı — — —— +17 —— ost oder =1. 
cv (d+8)YG 60 (A+8,)1G co A416 | 
' = indem wir Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen. Da aber die zy-Ebene 
auch nach der Deformation die Elemente ds, und ds, enthalten soll. so bildet 
die c-Axe mit ds, nach der Deformation den Winkel 90’—r, daher 
o& 1 > A | | 05 l \ 
0, Ä — +ßo ar — +9, : —— = 005 (W-T)=sint= tr, 
 (i+8)y@ o (i+8,)y@ ce (l+8,)y@ 


indem wir Grössen zweiter Ordnung vernachlässigen. Dagegen bildet die 
s-Axe nach der Deformation noch immer einen rechten Winkel mit ds,. und 
wir haben: 

o& 1 129 [017 1 o 1 


0 Ar P> we — 
ot (1-+2,)Yy@ 











do A+Ee)YyG "o (A+s)YG 
Diese Gleichungen umgeformt und umgestellt und die Grösse re, als 
Grösse zweiter Ordnung, vernachlässigt, geben: 


| oE D oL 
&) do rt +70 


a, = yG, 





JE ’ N © y 
> A en “rm \ 
{ = rßfı 3 trfı 3 — y@(ll-+s), 





f 
| C 
oE on oL 
(do —— ; — Ya = 0. 
\ 29 Pa > T72 ov 


Die Axen der x, y, 3 bilden nach der Deformation mit den Axen X, 
Y, Z die Neigungswinkel, deren Cosinusse 


/) 2 > r 
Guy Pu» Jun Cs Pr /ı 02% Pr» 7? 
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elastischer Schalen. 


sind: 


Cosinusse 










umgekehrt, die X, Y, Z mit den «, y, 





die Neigungswinkel deren 



























ir AR + Pr Br Yo Yı» Ya; 
also ist: 
a+a+:=1, vRo+ te = 0, 
A+A+R=1, PAyıthyıt By = 0, | 
y+yıt7 =, Yo&o-t YıOı 77%= 


Wir multiplieiren die Gleichungen (3°.) der Reihe nach mit: 


Bor On. 


p) 


und addiren je drei, so erhalten wir: 





oE Pas , 
ı on « y. I / 2 
0 kn a (A (d+8&)+Bo1 
OL G 1-4 
u ni er Yı 
ge“ u (5 ı\ 2) 4 ‚T) 


Die 6 Gleichungen (2.) und (3.) zusammen bilden in der That, 


ausser den gesuchten Grössen noch drei neue, 


da sie 
&. &, z enthalten, drei neue 
Die Grössen &, &, 7 lassen sich leicht durch S$, n, & ausdrücken. 
Aus (2.) erhalten wir durch Quadriren und Addiren eine Gleichung für : 


(4.) E EN (2) = Eli+s). 


Aus (3.) folgt durch Quadriren und Addiren mit Vernachlässigung von Gliedern 


zweiter Ordnung: 
CARE JE 


Aus (2.) und (3.) fliesst, indem wir je 2 ah multiplieiren und 
addiren mit Vernachlässigung von Grössen höherer Ordnung, 


Gleichungen. 





ou 


2 
(NY _ 


(9.) = = G@(1+8) 


5 
dv 


} © 7 I © 5 


L ou 


(6.) & 














VEGt, 


ou 


oder bezeichne ich nach u was E, @, F für die Fläche X, Y, Z bedeutet. 





für die Fläche &, „, © mit E', F', so folgt: 
/E' Gr F' 
— — —1+ € / . m 2 —_—— == 
VE » Yan m 
Aus diesen Gleichungen kann man bereits einen bemerkenswerthen 
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Schluss ziehen. Vernachlässigen wir in diesen Gleichungen die kleinen Grössen 
r gegen die endlichen Grössen, so folet: 


&, 829 
E [7 Fr 
— = “ Ah — 0, 
E (4 | EG 
E=E, G=G@), F=F=0; 


d.h. bei allen Formänderungen bleiben die Schalen aufeinander abwickelbar. 


gegen endliche vernachlässigt haben, so dürfen 


le) 


Da wir aber kleine Grössen 
wir nur sagen, dass die Schalen mit sehr kleinen Abweichungen aufeinander 


abwickelbare Flächen bleiben. 


Nunmehr handelt es sich darum, X’, > sowie die u. v. w als 


Functionen von # und © zu erhalten. 
Zunächst ergeben sich sofort 3 Gleichungen. 
Weil €, »’, © der Punkt 


C+-U, +1. Y +-Y,ır2. 2 WW, 7% 


im Elemente P ist. dessen Anfangspunkt die Coordinaten <, n, Z und dessen 


Axen die Richtungscosinusse 


be 


.) Ar +) Ar [7 I - 
LE [Fu » j) V» Us (’1» en3 U. j?2 » /? 
haben, ist 

. . ’ R ‚ \ 
|" = Ss T0,ı8 +-1,+ u) Ta, \YyTr YurP%) +3 rm TW), 
T.) Im! nP9.(2 Le\L AA. (un. n\ LA (zz m. m) 
J Y ‚7 [70 4 E Your u, Pi Y a a [?2 » rw Tr v). 

“a! 7 s . ! E , r a . - f j 
l = srYa\erhrU) rjfılyTrurP) TZil2TWTW). 


Um noch fernere 3 Gleichungen zu erhalten, stelle ich folgende Be- 


trachtungen an: Einem Werthsystem x, e entspricht ein bestimmtes Werth- 


system s;,. 5: es lässt sich somit S, n, T und die Cosinusse der Neigungswinkel 


in der Nähe eines Punktes «, © als Functionen von s, und s, auffassen. = 


s 
P 
! 


7, < stellen sich entsprechend als Functionen von 

















Ss TI +Ws s+Yy+V% ’ S 
dar, demnach ist 
oE o& os ++) _ oe (4 ou, \ 
os, os +r-+u,) Os, oO, TeTU, En 
o& Ans o& os +xr-+u,) OBER, Bl (Ai gi OU, \ 
0x os, +x2-+u,) 02 e(s +r+u,) or / 
da x von s, unabhängig ist. 


ou 


0 





ist von der Ordnung der Dilatation, also unendlich klein 
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.. . ou, . . * 
und gegen 1 zu vernachlässigen, —* ist dagegen unendlich von einer noch 
os 


1 
höheren Ordnung, wie alsbald unten gezeigt werden soll; wir dürfen daher 








a i 017 08 
bis auf kleine Grössen ——- = — setzen, oder auch 
I 
u er 
—  — [7 5) 


yE ou oXx 
ähnlich folgt 














1 on on! 1, od 
yE ou 02’ YE u  0s’ 
ebenso folgt: 
RL. PN. 9 MM E Bi 
yG % oYy’ ya © Yy’ yo % oy 


indem wir das Gleichungssystem (7.) erst nach x differentiiren. dann nach « 
und mit yE dividiren, ebenso nach y differentiiren, dann nach ® und mit Ya 
dividiren. erhalten wir 12 Gleichungen; in je zweien sind die linken Seiten 
gleich, indem wir die rechten gleich setzen. eliminiren wir die 6 Ableitungen 
von Ss’, 7, £ und erhalten 6 Gleichungen für die partiellen Differentialquotienten 


von U,+1, d, +9, mw, +mw nach = und y; die erste dieser Gleichungen lautet: 


























(1. out WN . ou +mD) ,_ em,+m) 
o1-+ +0, I- +0, u 
OL OXx 0X 
> DE, Om. .; a ei o(u,—+ u) 
yE ou a u zn ou 
We EA Lu) %(%,+%) 
—(y+0o,+v)+o, Ä 
ou i ou 
’ oa, 2 f | \ t o (w 4 6 iv) \ 
H—(z+m 4m) +, ——) 
ou ou / 


Wir dürfen nun w+u, vu+v, w,-+Ww gegen x, y und z vernachlässigen: 














o(u,-+u) i o(u,-+u) les 
aber auch — 5, —— ele. ist gegen —)-— etc. zu vernachlässigen, denn es is! 
o(u,+tu) ‚= O(u,-+tu) 
. = YE — 
ou Os 


l 


In oO \ U, + u) 





ist der Zähler die Differenz der Verschiebungen innerhalb 


der Elemente in der Richtung der c-Axe an zwei entsprechenden Punkten 
benachbarter Elemente; der Nenner Ös, ist der Abstand der Mittelpunkte dieser 


e . * . ou,-t u 
Elemente, geschätzt in der Richtung der x-Axe. In — sy ) bedeutet der 
; x - [®/ 


Zähler ebenfalls eine Differenz von Verschiebungen innerhalb eines Elementes. 



































d 











" noch 


daher 


ach 


it Ya 


Seiten 
ıingen 
enten 
aulet: 


gen: 


es ist 


"halb 


kten 


jeser 
der 


nes. 
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allerdings hier an 2 benachbarten Punkten desselben Elementes. dennoch aber 


ist er von derselben Ordnung wie oben; der Nenner de dagegen ist ein un- 


ou, 1) 





endlich kleiner Theil von ds,; somit ist —-2 ——- sehr klein und zu vernach- 
J JS, 
= ou, ” d; & 1} > il . | R n 2 m | " | \ \ ) 2. »] ü 
lässigen gegen Eye ;‚ dasselbe gılt von den entsprechenden Ausdrücken. 


daher folgt: 














La (x vw ’ + ! . n% 
om, + W)N\ , ol v) , o(w+w) _1 08, ce, o@, ca, .\ 
a 14 )+ 4, Te = (Erg Sg 2), 
© x OT | E NOU ou ou ou 
(u (0, +) owtw) 1y0m., 68 OB, 
2 1 ' o(U,r )\+ß C Su 5 D) En 3 w E O0 Er AR [ E Rn Be Ä 0 pe L.— I Yy ai. = Er 57 | 
0 D 0X di or VE NET TEN oe 7 
, : f } ug \ r „7° A en - rw 
ar, REN RE A (En an) 
Tr rg 0x ie 0x VE \ou !' ou’ '" cu’!!! Mm”. 


Entsprechend ergiebt die Differentiation nach y und ® 














At —L-ır\ o(v p)\ o(w, —-w ) | ( & o@, ca, , 0@ 
A u) .® (1 + 0 -)+@ pie Mi Mb a ( 4 — ’ zT 7 - 7 u. -2]. 
0 oy oy YG \öo ! @ "cv 

Aır —_ır\ - R 9) o(w.-+-m' | 0? oR o» oß, ' 
2 & U, u) N > 1 N © & t .) 0 bi ze { j ! io > | | 5> Fe ’ & - \ 
TE TR  eTe  Pera8), 

oy © m oy \G ot ot al ot 4 
ut), „(4a a rd) Re wrw) _ 1 (& , on ,, mn, .\ 
y ‘ "TY 1 a; .. : u —— - \ 5 I = = l ? r Y ; 7 xs ) 
oYy y vg ‘oe 0 


Indem wir die ersten und letzten drei Gleichungen der Reihe nach mit 


> - Ar - ms 
Eu Po» Yu» Gi Pi» ıs (3. Pas a 


multiplieiren und je drei addiren, erhalten wir mit Rücksicht auf (2°.) und (3”. 



























































ö u . at, 
I © (u, +u) 1 ca, „, OP, , N y- ( oa, 3 Op, | oY,\ 
= 8,4 (u ++ Yr——\ 4 rag I Tin iR 

OX "- yE ir: Vu, I f ou "ou / 
I a ) Pr 
a ) Ü (d 1 v) — 4 0 c &, si 3 Opa la, C ’ 2) 2 pi (a © Er e “ J, C P e“ a C Ya \ = 

Sl; OX YE au ou Tr ou YE u Tau J?> 
[4 en en ‘ « r fa} m. 
o(w,+W) a 3 a oa, ) 3 op, Im To )\c+ i (a oo, BR I u S di )y 

Ge YE a a TR Zu vyEn ou ou 7? Qu /?? 
ferner: 
Ws . nes 
1o(u,+u) (05 o@, op, | 7), | - (0% om, op, | Oy, \ 
| .. - =T ) v Yv >: Oo, - +P —a eV nn 2 
oy 7, or u | 0 1490 or fe U v0 op / do ) 
en rn y - 
?.)) (oh dv) _ nr (0% de, 199 PL, © a f = o@, 19 oß, En N 
\ & & De Ip ‚G De de TI /” 
o(w, +) / da, 3 Of op, % 7) 5 de ) oß, or, 5 
: = —lea c+ — | m I, ——-+n eg 
oy YG\ +P. do 192, r, re )I 
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Es genügt, die Coefficienten x, y, = bis auf Grössen erster Ordnung 
zu berücksichtigen; denn da x, y, z selbst Grössen erster Ordnung sind, ist 
der dadurch entstehende Fehler von der zweiten Ordnung. 
Nun ist nach Gleichung (2.) bis auf kleine Grössen 











1 © re 77 RE 
UN\Z= — — In zZ — —- a. 28 —— 
) Oo?) MV /m Au?’ IV m on ? 
} E cu yE ou yE u 
ur: GE Br ;” 1 & 
(= ze» gen a Pı Te Yı — — 
} G © } 5 0 } („ Ott 


Ich setze nun analog der Gaussischen Bezeichnungsweise, indem ich 
aber deutsche Buchstaben für die lateinischen wähle, um zu bezeichnen, dass 
die Fläche eine andere ist, als während der Ruhelage, 











o& en oT 
—- =, —=b —=5 
ou OU OU 
08 Mm ı & 
—- 1, —=h, —=_ 
ol ot oÜ 









































& ie: U © ) Ei 2 u 1 =. ee 0 a BEBESN. 2 ( Y@ 
u tu!’ ou yE ou | YE ou YE ou 
tn 
) da’ Ib de 1 "TG 
BD a } 1 '@G 
= — (a + E)+ — (ante) EL. 
YEG cu cu ou } cu 
Nun ist aber bis auf kleine Grössen: 
atbb +e' = F'=0 
wie oben gezeigt ist; ferner ist: 
I :- 
cudcv  Opdu’ 
daher: 
oa" ca 
ou ©’ 
daher: 
oe, „OB .„. % | oa ob ,_c& 1 oE’ 
wo + hat = — (a — + — + — ) = —— <—; 
ou ou YEG cv od cv 2yEG ©o 
aber E’äwar bis auf kleine Grössen gleich E, daher: 
PEN c@ op Or 1 oE 
(8.) uw th +Nn - — I 
ou ou ou 2yEg ©v 














tung 
„ist 


ich 
dass 
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Auf ähnliche Weise findet man: 








TE an 
oo ot 0 2yEG du 
Nun ist 
a+pb+yre =. 
na+Ab re = 0, 
daher: 
a: By:ya = (bei h') : (et —ac): (abe), 


und indem ich auch hier eine der Gaussischen Bezeichnungsweise eniprechende 
Bezeichung einführe, 
A: = U: 


Nun ist: &+%&%+y3=1., folglich: 








re a "ÜBEREIN UNE SEINEN, SHE 
u. 2 LTE 5 3? 192 A ' 2 ı 2? FRE T 2 = 
va» +re a- De yer+B’+C 
Nun ist W+-B’+&°’= E'@—F”, oder bis auf kleine Grössen: 


WB+® = EG, 























daher: 
m U 2 D i C 
ko = —— a 37 —|—— 9) == —— . 
a vER VEG 
daher: 
o@, y,.% PER | (a. DJ | } 1 DA Er OÖ [ ” q 
+ ou kr ou YEG ou +8 ou (77) 
ah ee A | (=) 
’A er U E 
= —— 9, rt ge )+- (Aa+Bb+ Ce) — L 
Ey@ ou ou ou YEG ou 


Nun ist aber: 


ab e| 
A+Bb+Ce= ja b el. 
a | 


Diese Determinante ist Null, weil in ihr zwei gleiche Horizontalreihen 
vorkommen. Aber: 


Be Bern 


ou ou 


ist dasjenige, was in lateinischen Buchstaben geschrieben, Gauss mit D be- 


zeichnet hat; für die Fläche in der Ruhelage soll die Gaussische Bezeichnungs- 
19 * 
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weise bleiben, dagegen für die deformirte Fläche soll 4, 4, 4" statt D, 
' 7 . . . . .N . er . 
D', D" gesetzt werden; wir bekommen somit, indem wir ein diesem ähnliches 
Verfahren wiederholt anwenden: 























Ferner ist wegen: 









































4, 0,+P Ps +7 ıY0 = 0 elc.. 
oe, , 3OM . (o DE oE 
4,—+P,- = (+ ßo u . 
7 ++ u ou ou -3785 ov ; 
daher folgt 
O(u,+ u) Y OE 4 _; 
= — 25 "Isar: 
OL 2Ey@ _v EyEG 
ou +r) _ x ÖE IH _ 
OX 2EyG ©v EG " 
o(w,-+t m) AI I 
7 —— er © 7 
Ox E} EG TEG 9; 
ou, tu ) 0G d' 
( . ) —— u Y nr is — s-+ rt, 
oy 2GYE Ou EG 
(0,4%) 2 066 8 
—— = 1 —3+8&, 
oy 2GyE u  GYyEG j 
&(w,+ w) 0 a" 
oy G) EG 
Für den Fall der Gleichgewichtslage der Schale ist aber: 
u=(, v=(, w=(, 





=> 8ER tu | 
4=D, 4=D, 4"=D" 


9 2 


und wir erhalten durch Einführung dieser besonderen Werthe: 





ou, y GE Dz | 
u a..; —— ib. 
oz 2EYG % EYEG | 
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indem man diese Ausdrücke von den obigen abzieht, erhält man nunmehr: 








DRS. u „MEERE... MR. Sur N 
Or EyEG ° © EG 2 EyEG EG 

ou D—4 _ od D’—-4" oWw D’—4' D’— 4" 
zn En TE ae” 


Während die obigen Ausdrücke für w+u, %4%,. m,+1 nicht inte- 


orirbar waren, sind diese für u, v, w integrirbar. Es ergiebt sich: 


u = 2 —E Syr&s,trtyrli, 
EyEG " A © 
v= 28 APP en EUER rvı> 
EG GyYEG 
vw = BR. 5 U ABR._ Eu Y Pen. > Y 4m, 
EyEG * EG GyEG ? 


wo i,. d%,. w, noch Functionen von 3 sein können: diese zu bestimmen stellen 
wir folgende Betrachtungen an: Für die Gestalt der Schale, also auch für die 
Formänderung des Elementes. ist der Theil der äusseren Kräfte, welcher 
gerade auf der Oberfläche oder im Innern eines Elementes angebracht ist, 
wenn nur die übrigen die gleiche Vertheilung behalten. unwesentlich. Ihr 
Einfluss macht sich in den Kräften geltend, die auf den nicht freien Theil der 
Oberfläche des Elementes, d. h. auf seinen Rand wirken. Wir dürfen also 
fordern, dass die gefundenen Verschiebungen den Gleichungen der Elastieität 
für das Innere und für die freie Oberfläche des Elementes genügen, wenn wir 
die Annahme machen, dass keine äusseren Kräfte im Innern und auf die 
Oberfläche wirken, und dies reicht gerade aus, die Functionen u,. %,. w, zu 
bestimmen. Es ist nämlich alsdann nach den Gleichungen der Elastieität für 
das Innere: 








oX, OX, I ON. 0 OR... 82, 4 oY. OR, , oZ, , o 0 
OX oy "a DE "RE ar nr zur er 






und für die Oberfläche, weil die s-Axe die Normale zur Oberfläche ist: 
Z=6 => 2=0. 


2 Fr ou ou 0% ow\] 
X = 23H -— +0(Z 1... 2. ) 
£ 2 k L or i ı 7% ’ 


Nun ist: 





© Y Oz -ü 
, sie ou ob , ow\] 
Y = 2 roll, 
- OY NOX oy 02: 








aan cu oc» , ow 
zZ = %k Ne Ce BE. 
\ © Yy 03 / 
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Z, : = k(— oVv Om \ 
Z,=X,= en } &) 
02 / 
xer. TE 
oy or 
Nun setze ich: 
ou Od ow 
N 
Es ist also: 
D-- I D’ q'' m 
= — 7-4 sc. +. Ha 
EyEG GyYEG x 
b, D—-A 
X, = 2kl— ——— Jena 9J). 
\EYEG | 
D" _ AI' 
Y, = 2k ——3+8+0J), 
‚ G } EG 
= 21(ı4 09), 
Z,=Y,=h = e 
Z.=X=%k Sr, % 
2 er En 
A,=Y „=k( (D’—. 1) s+r), 
also ist: 
ON, IX, 
EEch ne 
OT oy 5 
oY, aY,, 
ss un 
Y 
0oZ, OZ, 
en Fre 
Y 
daher muss für das Innere sein: 
X, IY. 02. 
Ep —(, = 0, Fu 0, 
oder: 
o’u, o’v 
O8 "- 0, Erz - 0, 





o’w D—-4AM D"'—4" o’w, 
—+0 =—+ —— +.) = (, 
2 ( EyEG@G GyEa 9% 2) 
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und für die freie Oberfläche: 





ou, Her os Jia 
0% u" : 


g EN ann ” h 


( ID, x 





“I D-N 
m se : t 


— no - u. +&+&+—_-)=0, 

03 \2EYEG 2GYEG 02 / | 
wenn Ah die Dicke der Schale, und die betrachtete Fläche die Mittelfläche 
der Schale ist, so dass für die freie Oberfläche 3= + — ist. 


Aus den Gleichungen für das Innere folgt, dass überhaupt: 


ou, \ oV \ 
— = lConst.„, ——- = Const., 


0% 0% 


aus den Gleichungen für die Oberfläche, dass diese Constanten 0 sind. also 
dass überhaupt: 


x 


a 
02 


, 





daher: 
u, = Gonst.. 9, = Const.. 


und weil für = y=3=(, u=0,v=0 sein soll, folgt: 
= u—=B, 


Aus den Gleichungen für das Innere folgt ferner: 























w, _ 0 (D-4, D-# 
03° 1+9 \ EyYEG GYEG ?’ 
daher: 
ow, a a 0 (ae wi _- #= s)-+ Const 
03 IHO \ EJEG  GYEG 
n h 
aber für = +— 
Sw, Pe D—4 p"—_ 4" \ 
a ne), 
03 r 2EYEG 2G)EG 


daher überhaupt: 








ow G D—4d . D"’—4" \ 
en zu a (—— Ei de a, J» 
03 I+-9 \ EJEG GYEG 
N AR Bu Ba a AR E )-- Const 
Y\  — — m Sm Gugih en < re&23-£&,2 Be q st.. 
1I+9 \ EyEG ? Tr 


aber weil für 2=y=3=0, w=0 ist, also auch w = ist, ist auch diese 
Const. gleich 0, und wir bekommen: 










Aron, Deformation unendlich dünner elastischer Schalen. 


syr&stcrıy, 


2yT&h, 











































a b ( D"- a A") 
DD u bh. 2 ——— — t s — rUuU-+ be Don Pine. FE — 
EyEG * Ba ee GyEG 2? 
9 ,&D-AN # , (D'-4N) # | | ) 
Ira gyE6 8 t oyse ztrusten). 


Diese Verschiebungen sind nun von der Form, wie sie den Gleichungen 





der Elastieität für das Innere und die freie Oberfläche genügen. wo wir die 
äusseren Krälte vernachlässigen dürfen; was nun die nicht freie Oberfläche 
betrifft, also den Rand des Elementes,. so treten da in Folge dieser Ver- 
schiebungen Spannungen auf; aber diese sind stets gleich den hier wirkenden 
äusseren Krälten, das sind hier die von dem übrigen Theil der Schale aus- 
geübten Kräfte, weil Wirkung und Gegenwirkung gleich sind; daher sind auch 
am Rande die Gleichungen der Elasticität befriedigt, und weil, wie.man sieht, für 
| 2. y=®u, zz =VUV, 

u eg y = ne =®, 


ow cw 
Rt A a 


OL OX j oy 





also keine gemeinsamen Verschiebungen oder Drehungen stattfinden, sind u, vd, w 
in der That Verrückungen, welche lediglich gegen die elastischen Kräfte statt- 


fanden. Die in Folge dieser Verrückungen auftretenden Spannungen sind, wenn: 























au oV oWw I 7 D-4 D" — 4" 
« ee .- - t - = —üa - 
1 oy 0% IFO\EyEG " @yEs taten) 
gesetzt wird, 
r D-—-A ’ 
X = a tutt I). 
12.) Be , 
Iv. = 24(-—— + oJ), 
VE 
Z,=0, 
Be = 0, 
Z,=X,=0, 
a 2(D' 
X,=Y,=k( 2 a4). 





Die Arbeit, welche zur Deformation eines Elementes dedydz auf- 
gewandt werden muss, während die Schale aus ihrer ersten Lage in die zweite 
überging, wird dargestellt durch dedydz multiplieirt mit: 





Igen 
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iche 
'er- 
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tt- 
ın: 


te 
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len ou =) fig )- N M ze A - ) 


He] 


somit stellt sich die Gesammtarbeit, Beh zur Deformatiin u ganzen Schale 
nöthig ist, dar als 


N Fds, ds,.dz = JJjRVES en 


Dass man das Element jeder Schicht, nicht nur der Mittelschicht. durch 
ds,ds,dz darstellen kann, folgt daraus, dass die Schale unendlich dünn an- 
genommen ist, also das Element der Schicht von der Mittelfläche bis zur 





wo 








Dicke 3 durch ds,ds,z dargestellt wird. 


11. 
Wir können nunmehr mit Hülfe des Hamiltonschen Princips, wenn wir 
noch das Potential (2 der äusseren Kräfte, welche auf das Innere und den 
Rand wirken, kennen, sowie die äusseren Bedingungen, denen die Schale bei 


ihrer Deformation unterliegen soll — die inneren Bedingungen, die aus der 
Annahme der Continuität herrühren, haben wir bereits entwickelt — die all- 


eemeinen Bewegungsgleichungen darstellen: 


0 = ff“ 00°—- Q—F+Ap-+uw...)YE@dudvdzdt, 


wo ® die Geschwindigkeit in einem Punkte zur Zeit t, o die Dichtigkeit in 
diesem Punkte, und 9=0, y=0 etc. sowohl die äusseren; wie die inneren 
Bedingungen, denen die Fläche unterworfen ist, 4 und « unbestimmte Coef- 
ficienten bedeuten mögen. 

Da wir aber nicht annehmen wollen, dass die äusseren Kräfte ein 
Potential haben, so werden wir statt —J2 das virtuelle Moment der auf 
das Innere und den Rand wirkenden äusseren Kräfte einführen. Ich will 
aber zunächst den von der inneren Arbeit herrührenden Theil umformen : 









































er oF ‚ou ,Ä, oF ou , or ‚ou 
OF = =— 0 — + ——— 0 —+- - I) — 
„ ou OX „ U oy ou 03 
—- Oo —— O— 
ox oy 03 
dF oe 7. ‚co® cF Oo 
Kr a4 — ee Ö Be E u , ) VERE, 5.7 U = 
„ 00 0X „ oy „ O3 
O r CO k QO Er . (ou 
0X oy 03 
of ‚ow, oF ‚co, of oWw 
a  E 
oWw Or „ oWw oy „ oWw 03 
o- o— d 
OL oy 03 
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Nun ist 



































OF oF D. oF 
„ ou es . ou > Se 150 
O r ” Ü—— = 

OX oy 03 

oF _Yy OF Y oF _y 
ae & Gi u 
o-— 0 — 0o=- 

OX oy 03 

oF oF ai oF 
Be ar a, ee 
now ö ww oWw 
0 — e — 0 — 

0x oy % 


Nun ist nach (12.): 
Z,=0 %,=-6, 239% ud: ZB 


somit bleibt, wenn wir noch X,—= Y,=T. setzen: 


MU , mıyf Au 
OF = X, +71. + = Hy, 





also nach (11.) 


Y 20 A 


7a Ti; 
T 04 


I//y/F, EGdudvdzdt — BE ven 


HA, YEGde, | 


+T. YEG di | 





du de ds.dt. 


5 VEGÖs, \ 








4 
\ . 


Die Integration nach z ist mit Benutzung der Gleichungen (12.) leicht 


auszuführen. Ich setze: 


13.) I ds=Y,, JY,sds=Y,, 
7 ds=T,; /T sds=T,, 


und indem wir die Variationen weiter ausführen, also einführen nach Glei- 
chung (10.): 


A > - oa. a OP, 07, 
5; u y@ ++A 0 Du +70 =), 
21 Pr ZA 





| 9, 0 ’. OYa 
yEG = y@ Ze +ßı, 7 ou “ Einf u, ug ». ' "32, 


=: Pr +17 OPr +7 


ov Ei 
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&, & und 7 dagegen aus den Gleichungen (2“.) und (3“.) ausdrücken, erhalten 


wir als den von der inneren Arbeit herrührenden Theil: 





AR | L = Er 
Y 'G oa, ur ran 07, N. oda, , „O0P, , u 90y;\ 
A,yua 00a, T a. OPT "57 -0Yu tr 4 1 Pu rue u ihr we 

ou ou ou ou ou ou 

da, op 9: 0 ‚d@, 00% oöy 

\ N « J I R J 

-1- T; } '(G 0,4 —20ß 3, = nn O7 N 0 - m ——— = P, u = a 71 - £ 2 \ 
ou ou ou ou u ou / 
6 m ’L! A In k it u, 09% vw op, 2 Oo 0y,\ 
: T; Yy E A Er OBs+ 3 05 N, Fr u 4 Pr. j () OÖ In ri r " &r J 








j rn 4] es es en D r 
De y / on, 2 ı OY: ı ö o0R, 2 oO 0A ( öy,N 
-— ( Cr et —- — 3,4 — 20y,+ 01° —— +rPı > Be Yı - a dudedt 
cv ov ov on ‘ cv 


X, (G _ Su x con ) > N Us ja, u O0& R > O Ion pi) GO ÖL \ 
+-A,y@G —— ur = Put 3 I9Yur % —— + Pr +) 
Ju ou ou OU OU ou / 


0 M wu oOÖ0E oödn . ON 
T, T, yE(= do, er IH <—0 ur &u ee _ „ —.1, ‚N 





cv ov Mn u or or /| 

\ 
Pe N AO | OÖ8 | odn . DÖLN 
"Tr Yı] Bi dat r 09, rm dy4 ur ur + 4 N Yı . 
ol) ov ov ov ov !* & 


Wir müssen nun die letzten drei Summanden jeder Reihe. welche die 
Variationen der Differentiale enthalten, umformen, zunächst: 


nr (X, G a, N 
/ A, ’Ga,S ‚=f/Z En — Y_ dude Sf A, A /_ Sa.dude 


Um nun das Integral: 


4 6 1, 0 b 
H- (A, - el Ruhe du de 


weiter umformen zu können, muss ich hier einen für die Ebene sehr be- 














kannten Satz so erweitern, dass er für beliebige Flächen gilt. 
Es sollen nun x und ® die rechtwinkligen Coordinaten einer beliebigen 
Fläche bedeuten, und f eine Function von # und © sein; wir wollen jetzt 


» u} © p 
$ / = dude, 
N & or 


über ein geschlossenes Flächenstück genommen, bedeutet, wenn f eindeulig. 


untersuchen, was: 


stetig und endlich auf der ganzen Fläche ist. Es ist zunächst, wenn ich dieses 
Integral mit J bezeichne, 


— At — fi) du, 
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wo ich mit f, und f, die Werthe von f bezeichne, in denen ©, resp. ®, für 
v eingesetzt ist; oder, indem ich mit derselben Grösse multiplicire und dividire: 
J - PCCh, VE,du— VE, du); 
' VE, VE, 


U, 


hier bedeuten wieder E, und E, die Werthe für E, in denen ve, resp. e, für ® 
gesetzt ist. 


Nun war aber unser Coordinatensystem ein rechtwinkeliges, also: 
ds’ = Edw-+Gdv. 


Die Bogenlänge der Curve, für die © = const. ist, haben wir mit s, 
bezeichnet, somit: 





ds; = Eduw 
ds, = VEdu. 
Das Zeichen der Wurzel ist noch willkürlich, weil ich noch nicht fest- 


gestellt habe, in welchem Sinne ich die Curve positiv rechnen will. Es soll 
nun s, nach der Seite als positiv gerechnet werden, nach welcher x wächst; 


wenn da positiv ist, soll ds, posiliv sein, also muss YE das Zeichen + be- 


kommen, also IF 
J - /"I —E ds) —( — ds,) | 


u. i / 
sein, wo das Wurzelzeichen positiv zu nehmen ist, und die Indices 1 und O0 
bedeuten sollen, dass die entsprechenden Ausdrücke an den Werthstellen 
e=v, und e=v, genommen werden sollen. 








Nun will ich ds, das Bogenelement der Randcurve der Fläche, über 
welche zu integriren ist, einführen. Ich muss jetzt festselzen, in welchem 
Sinne ich ds positiv rechnen will. 

Ich gebe zunächst einige einfache Definitionen und Sätze für die Ebene, 
die. weil jede Fläche in ihrem Elemente als eben angesehen werden kann, 
auch für beliebig gekrümmte Flächen ihren Sinn behalten. 

Wenn a und b zwei Richtungen in einer Ebene sind, so sage ich, 
b liegt links von a, wenn man a um weniger als 2 Rechte nach links zu 
drehen braucht, damit es in die Richtung 5 fällt, sonst liegt es rechts von b; 





daraus folgt, dass, wenn a links von b liegt, b rechts von a liegt und umgekehrt. 
Ferner folgt, dass, wenn a und b auf derselben Seite von c liegen und « bildet 
mit ce einen rechten Winkel, a« mit b einen spitzen Winkel bildet. Dagegen 
bilden sie einen stumpfen Winkel, wenn sie auf verschiedenen Seiten von c 
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lieven. ds, und ds,, die Bogenelemente der Curven © = const., « = const., waren 
oO 


definirt als VEdu, resp. VYEde, wo die Wurzeln positiv zu nehmen sind; da- 
durch waren ds, und ds, auch ihrer Richtung nach bestimmt. 

Ich will nun beweisen, dass ds, auf der ganzen Fläche an derselben 
Seite von ds, liegt; ich will es zunächst für die Elemente einer bestimmten 
Curve s, beweisen. 

Die Curve o=c-+.de, wo c eine Constante, de eine constante kleine 
Grösse bedeutet, kann die Curve vo = ce nicht schneiden; der senkrechte Abstand 
beider Curven ist ds, = Y@de, im Schnittpunkte müsste dieser O0 sein, und da 
de nicht O ist, müsste @=0 sein; weil @ aber eine Summe von 3 Quadraten 
ist, müssten diese einzeln O sein; das wären 3 Gleichungen für die 2 Variabeln 
au und ©; solche Punkte können also auf der Fläche im Allgemeinen nicht 
existiren: käme dennoch auf einer Fläche ein solcher Punkt vor, so müsste 
man durch den Punkt irgend einen Schnitt führen und nun die entstandenen 
Flächentheile betrachten. Diese Ausnahmepunkte sind diejenigen, in welchen die 
Fläche eine Schneide oder Spitze hat, denn die Krümmung ist in Gaussischen 


Zeichen: 


2. 
di Pe 2 








SrH 
bei uns ist F=0, also E=0 oder @=0 bedeutet, dass die Fläche in dem 
betreffenden Punkte unendlich gekrümmt ist, d. h. eine Schneide oder Spitze 
hat. Schalen mit solchen Discontinuitäten betrachten wir aber nicht. 
Schneidet aber die Curve © = c-+de die Curve e =e nicht. so heisst 
das, ds, liegt längs der Curve e = c stets auf derselben Seite von ds,. Ebenso 
schneidet aber auch eine Curve «=c, die Curve «= c,+-de, nicht, d. h. ds, 
liegt längs der Curve a=c, auf derselben Seite von ds,,. also umgekehrt ds, 
längs dieser Curven auf derselben Seite von ds,; würde es aber längs zweier 
Curven u=c, und «=, auf verschiedenen Seiten von ds, liegen, so müsste 
es auch in dem Schnittpunkte dieser Curve mit der Curve e=e auf ver- 
schiedenen Seiten von ds, liegen; nun aber musste ds, längs der Curve e = e 
ebenfalls auf derselben Seite von ds, bleiben, also liegt ds, überhaupt auf der 
ganzen Fläche auf derselben Seite von ds,; diese Seite nenne ich die Plusseite. 
Nun setze ich den Sinn, in welchem die Randcurve positiv zu nehmen ist, 
so fest, dass, wenn ich mir durch irgend einen Punkt der Randeurve Linien 
in die Flächen eintreten denke, dieselben nach ihrem Eintritt stets zur Plusseite 
von ds, dem als positiv angenommenen Element der Randcurve, liegen sollen. 
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oder, was dasselbe ist, dass die Richtung der in die Fläche eintretenden Linien i 
zur Plusseite von der Richtung ds liegen soll. Es hat nunmehr einen be- 
stimmien Sinn, wenn ich von ds,,. ds,, ds spreche. Ich bezeichne den Winkel. 
den ds in irgend einem Punkte der Randeurve mit ds,, dem Bogenelemen! 
der Curve © = const., in diesem Punkte bildet, mit (s, ©). 



























ds und ds, bilden Hypotenuse und Kathele eines rechtwinkeligen 
ST 


Dreiecks, die entweder den Winkel (s, ©) oder (s, o) — 5 


bilden, also ist: 





ds, = +. dscos(s, ve). 


Man kann nun zeigen, dass für die Theile der Randceurve, für welche s 
v kleinere Werthe hat als in den angrenzenden Flächentheilen selbst, das po- 
sitive Zeichen, dagegen für die Theile, für welche ® grössere Werthe hat als 
in den angrenzenden Flächentheilen, das negative Zeichen zu nehmen ist. 
Bei dem kleineren Werth von ® tritt die Curve # = const. wachsend in die 
Fläche ein, ds, hat also die Richtung in die Fläche eintretender Linien, lieg! 


also zur Plusseite von ds; aber ds, liegt stets auf der Plusseite von ds,. also 
umgekehrt liegen ds und ds, auf derselben Seite von ds,;; ds, bildet mit ds, 
einen rechten Winkel, also ds mit ds, einen spitzen Winkel. Es isi also. wo 
= 
sl. 
ds, = dscos(s, e). 

dagegen Iritt die Curve #@ = const. an den Randtheilen, wo © grössere Werthe 
als in der angrenzenden Fläche hat, wachsend aus, ds, hat also die Richtung 
aus der Fläche austretender Linien, liegt also zur Minusseite von ds; ds, liegt 
aber stets zur Plusseite von ds,, also liegen ds und ds, auf verschiedenen Seiten 
von ds,. ds, und ds, bilden einen rechten Winkel, demnach ds, und ds einen 
stumpfen Winkel, demnach an den Stellen e=e;: 





ds, = —dscos(s, v), 
also ist: 
ds,) = — die ds cos (s, e)) ä 
VE yE dr. 
VE VE ’/? 
daher: 


J IF de) ds,) | er lH ds cos (s, e)) - (che ds cos (s, e)) | 


‘VE 
über die ganze Randcurve. 
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Daher ist schliesslich das Integral über die Fläche: 


’uy ‘v OÖ ; y i 
/ / MT, du de = IT ds COS (s, Üs 
| on F 


wo letzteres Integral über die ganze Randcurve zu nehmen ist. 
Ferner ist: 


II; du ade = I ee): 


wo ebenfalls Y@ positiv zu nehmen ist. 

Nun ist ds, = +dscos(s, a), wenn (s, a) den Winkel bedeutet, den ds, 
das Element der Randceurve, mit ds,, dem Element der Curve x = const., 
bildet. Hier ist ebenfalls das positive oder negative Zeichen zu nehmen, je 
nachdem (s, «) ein spitzer oder stumpfer Winkel ist. Für die kleineren Werthe 
von a treten die Curven © = const. wachsend in die Fläche ein, ds, hat also 
die Richtung in die Fläche eintretender Curven, liegt also zur Plusseite von 
ds; also ds zur Minusseite von ds,. ds, liegt aber stets zur Plusseite von ds,. 
also liegen ds und ds, auf verschiedenen Seiten von ds, ds, und ds, bilden 
einen rechten Winkel, ds und ds, also einen stumpfen Winkel, wir haben, 
wow"; 

ds, = —dscos(s, u), 
wo «=u,, treten die Curven © =const. wachsend aus der Fläche aus; ds, 
liegt auf der Minusseite von a; also ds auf der Plusseite von ds,; ds, liegt 
aber stets auf der Plusseite von ds,. also liegen ds und ds, auf derselben Seile 
von ds,; ds, und ds, bilden einen rechten Winkel, somit ds und ds, einen 
spitzen Winkel. Hier ist 


ds, = dscos(s, u), 


ER ds.) — ( ds cos (s, u )): 


Y@ 


(a ds, .) --- AAzdecos(s, 5 )), 


r VAr- | Tr dude -/7 dscos(s, «). 


Diese Sätze wollen wir zur Umformung der bereits bezeichneten, von 
der inneren Arbeit herrührenden Theile benutzen. 


und so folgt: 





daher schliesslich: 
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Es war z. B.: 


‚pn MR A a A ) /G 
SJK:yGa Se dudo - /f& en 2 du dv HE 160) da,dude, 


also: 


SJX: Ga, “2% ande = /X,0,da,dscos(s, a) /J ER) a,dude, 


und somit sind die aus der innern Arbeit zunächst ar Summanden: 














yo R ‚VE 1 X yG 0& +TyE de ri 


b> du dv di, 
I -/IF ae un Be: jE a5 | ude dt 








Hu Y; da, 











wo das Zeichen & hier und im Folgenden bedeutet, dass noch zwei ähnliche 
Summanden hinzuzufügen sind, in denen statt « und $ die Buchstaben ? und 
n resp. y und { stehen. 











ö(X,YGa,) 9, YGa) , O(T,yEa,) _ &(CY,YEa,)\ , 
aN ou ou 25; O0 r cv ) da, 
(11.) +//J- <\ 2 2 dudrvdt. 
Ir dX,YGa,) , OCT YEa,) | 8, 08 
ou ” 00 


Y. X,0,cos(s,u)-+T;«, cos(s,u)—T, &,cos(s,®) em cos(s,v)] de; 
(I1.) -//z u. su 3 ne 0100 ksdı 
+[X,0,cos(s,#)—T,&,cos(s,0)— Y, &,cos(s,0)] 0% 


Es soll nun die von den äusseren Kräften herrührende Arbeit berechne! 
werden; zunächst für die, die auf die Punkte in allen Schichten im Innern 
der Schale, deren Coordinaten 5’, »' { waren, wirken. Es seien A, B, ( 
die in einem Punkte &, 7‘, Z wirkenden Kraftcomponenten, genommen nach 
den drei Axen; alsdann ist die von ihnen geleistete Arbeit: 


SA O5 + Bon +CIT YEGdu dv dz.dt. 


A, B, EC müssen als Functionen von $, n, ©, 3 gegeben sein; nun 
folgt aus der Gleichung (7.), wenn man 2=0 und y=(0 setzt, was man 
darf, wenn man nur in den obigen Integralen x, vo alle möglichen Werthe 


beilegt, mit Vernachlässigung der kleinen Grössen u,, d,, w, gegen Grössen 
höherer Ordnung 


Is =05+zd, IN =dn+zdßh,, IE = d5+307;. 


Im Allgemeinen darf man nun aber auch 30, gegen OS etc. vernach- 
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lässigen, weil ja z unendlich klein ist; doch giebt es einen Fall. in dem das 


nicht gestattet ist. 
Es ist nämlich: 


0,00, + a,da, +0, — 0: 
nun ist bis auf kleine Grössen: 
mer 
= — 
yE u 
1 6 
Bere TR 
YG 


Indem ich E und @ während der Deformation als conslant ansehe. 
was bis auf kleine Grössen richtig ist, folgt: 





1 0& 00 1 0& O4 | 
er FETTE rede = 0. 
E ou ou G © © a 2° 
., 0968 008. | 
Nun ist —- und 7 im Allgemeinen von der Ordnung JS, somil 
0) cv 


de, von der Ordnung JS, also 20, gegen ds zu vernachlässigen. In einem 
Falle ist dieser Schluss nicht gestattet, wenn nämlich & =0 ist, d. h. wenn 
die X-Axe parallel der Fläche ist. Dasselbe gilt, wenn die Y- oder Z-Axe 
parallel der Fläche ist, für 0/9, und dy, im Vergleich mit dr) resp. O[, also z. B 
bei einer elastischen Platte, die parallel der X Y-Ebene ist, oder wenn die 
elastische Schale einen Cylinder bildet, dessen Axe parallel der Z-Axe ist 
Indessen werden wir später auch für den allgemeinen Fall eine Veränderung 
der Gleichungen vorzunehmen haben, bei der dieser Ausnahmefall sogar für 
jeden Punkt einer beliebigen Schale in Rücksicht zu ziehen sein wird. wir 
wollen daher z0d«, etc. auch für den allgemeinen Fall nicht gegen JS ete. 
vernachlässigen, somit ist die von den äusseren Kräften bei der Deformation 
der Schale geleistete Arbeit: 
/// (AdS-+Bdn+0I°-+Azda,-+ B30P,- C20Y;, | EG dudedz di 

Die in den Punkten der Oberfläche der Schale mit Ausschluss des 
Randes wirkenden Kräfte mögen die Componenten A’, B’, € in der Richtung 
der Axen haben; alsdann ist die von ihnen geleistete Arbeit: 


app ® : 
r/; / (A'd5+ B’dn-- 0’ 0E-+A'2da,-\-B'30ß,-40'307,)YEG dude dt 


Nun setze ich: 


Ads A = A, /Ba: I =B;; feaz ıl' =C 
[Asds+A'z = A, [Bsds+B';: = D\. fezaz LOzs=(, 


Journal für Mathematik Bd. LXXVIIL. Heft 2, 21 
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Oberfläche angreifenden Kräfte so wirken, wie die aufs Innere vertheilten 
Kräfte, und umgekehrt. 
Die von diesen Kräften herrührende Arbeit ist somit: 


JJJ498+ Bön+ 0,9%4 A,de,+ B30ß.+4 0,07.) VE@ dudo dt. 


Aber auch auf den Rand können äussere Kräfte wirken; es mögen 
dieselben nach den Richtungen der Axen die Componenten U, VY, W haben; 
die von ihnen geleistete Arbeit ist somit: 


JJ J VE + Vor'+ WE) ds ds dt, 


uk UdS+Vön+ WIT+ Uzd, + V30P;+ Wzdy;) ds da dt. 


Setze ich: 


va: =U, /Vds =V,, f Wdz =W,, 
/ Usds = U,, / Vzdz = V,, / Wzdz = W,, 


so ist diese Arbeit: 
IV U,d5+V,dn+ W, 0° + U, + VzJP2-+ W;0%Y;) dsdt. 


oder: 


Wir kommen zu dem Theil, der von den lebendigen Kräften herrührt: 


1 wif//\E = Pe =) +3 =. le N 'E Gdudvdzdt, 


wo e die Dichtigkeit bedeutet. 
Nun ist: 


of (2) ar= 5a = (E08) for Zar 











Der erste Summand rechts ist A; da 05’ an den Grenzen Null ist, 


weil der Weg, nicht Anfangs- und Endlage variiren soll. 
Nun ist: 


daher: 





ferner: 


Aus der Art der Summation kann man schliessen, dass die an der 
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daher: 





© 











0° de’ 5, ME = 5 GEREEE x ' 


F = 3 E13 —-00: r»- — 2) 7° —:.)a,. 
g ot’ ot ot at or 
3 Wir wollen nunmehr von der Annahme Gebrauch machen, dass die Fläche 


n, & die Mittelfläche der Schale ist. Ist % die Dicke der Schale, so ist 


5 

Ar : ’ “ ER 
nach 3 von ——- bis +5 zu integriren, und durch Ausführung der Integration 
erhält man: 


2. ho’g 2 0% 
| / ds = —. ji: 3 —-d3 —=(, 
ot ot ol 
J fi 
h hr 
2 9°, “0. h’ 0’ 
3 ds = 0, 5 —;-43 u: 
fi öt’ er", I2 ot 


Somit liefern die lebendigen Kräfte folgende Summanden: 


(VL) /// x(h = 08 nz z — da,)o} E Gdude dt. 


Wir haben nun die von den inneren Bedingungsgleichungen herrührenden 
Summanden zu berechnen. Diese Bedingungsgle ichungen unler den beste- 
henden variirenden Grössen sind: 





> , > > 
er H -r -1- „—i = -V., 0,0%: + PP \ YıY7 2° v, 


1/2 
2 & ı a ) | ar, u. 
2 ; ei zZ u 
e+9%+72-1=0, va +Poßıt+YYı = 0. 
08 ‚om o% 
4—- +9 — tYı == 0, 
ou ou ou 
c MB nn 
05 > oN | Os 
tm 
ou ou cu 
0, Mm ol 
7-7 72 == 
OU ov® cv 


Diese 9 Bedingungsgleichungen sind mit unbestimmten Coefficienten zu 
versehen; ich multiplicire die ersten drei mit Z,. /,, /,, die zweiten drei mit 
M,, M,, M;, die letzten drei mit N,, N,. N.. 

Die Coeflicienten der Variationen der Cosinusse der Neigungswinkel 
sind sofort hinzuschreiben; sie bilden den Summanden: 


(2 Le, + M, + M;a,)0do, 


(VIL) ffa +2 at MH; + Mor N, z )de, VEGdn de dt. 


. -(21;0,- IM, +M&+N, = HS e 
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Dagegen formen wir die Integrale, welche die Variationen der Ab- 


leitungen von S&, n, { enthalten, in der wiederholt angewandten Weise in ein 
Integral über die Fläche und ein Integral über die Randceurve um und erhalten: 


Re R ch [EGN 7 EGN } Wr! 
Au /JY= (- ofyEt | 0«,) FR Ö(YE@N,«,) ı O(YEGN,«, yo N ludo dt, 


ou OU ov 
-/JJZ (Na, y Ecos(s, u)--N,o; y Ecos(s, u) —N,e,y@ cos (s, v))OS\dsdt. 


Die inneren Bedingungsgleichungen nehmen für den Rand eine andere 
Gestalt an; zunächst kommen für den Rand nur die Variationen da,, Of;, Oy;, 


25 


öS, dr, OT in Betracht, wir bedürfen also auch nur der Bedingungsgleichungen : 























++ r=1; 
2: u 7 rola 
0a =—- Pr -7 zu 0, 
Z cu cu 
os I /) on y o& 
Ser “7 _ T7ı en (0) 
co ol ov 


Aber diese letzten beiden Bedingungsgleichungen sind nur scheinbar 


zwei; sie sagen aus, dass die s-Axe jedes Elementes normal zur Mittelfläche 
bleiben soll; dies kann aber für den Rand nur bedeuten, dass die s- Axe 
des Randelementes normal zum Rande bleiben soll, und dies giebt nur die 
eine Gleichung: 


„ 





Ich multiplieire die erste Bedingungsgleichung mit P, diese mit Q, die 


Coeilicienten der Variationen da,, ÖP;. di, sind sofort hinzuschreiben: 


+ i | OE\ 
HAIR Pa, -+ 00.) da. | ds dt. 
f: 0 —- ds — (00,08) dSds; 


in dem ersten Theil ist zu subtrahiren der Werth am Anfang der Randcurve 
von dem am Ende derselben ; aber die Curve ist eine geschlossene, daher ist dieser 
Theil 0. und wir bekommen schliesslich den mit dS, dr, 0T behafteten Theil: 


) Sz(» OS £) ds dt. 


IN. 
Die Summe der Integrale (l.), (II.) ete. bis (XI.) muss O sein; indem man 
nun die Coefficienten der einzelnen Variationen, die sich auf das Innere und 


Dagegen ist: 
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den Rand beziehen, = 0 setzt, erhält man 12 Gleichungen, die sich auf das 
Innere der Mittelfläche, und 6, die sich auf die Lage der Randpunkte beziehen. 
Ich setze von diesen nur die erste, vierte ete. hin; die anderen werden 


dadurch erhalten, dass in diesen für «, £, A und U die Buchstaben 3, n, B 
und V resp. 7, &, C und W gesetzt werden. 


Hauptgleichungen. 


























' (X YGa) I(T YEa f O(Y,YEa,) x 
(2X) | On yEe) | EHER) (An SE) ER 
1._3,) ou 00 ov , 
O(YEGN,«) (VEGN,«, ‚(VEGN,«. a 
du ou ev 
O(X,yGa,) | OT,yGa) „ _O(TYEa,) _dCY,YE« 
au x cu 0v or 
) | h’oo’e, \ 
4-6.) | +4 E-)VEG 
ek Rn Arsen 
+(22, %+ Ma +M o,+! es -N, ‚&)) EG 0. 
0 
| ' ‚ ode, I Ge, & 
(YVE22+T.16 22 +yVE&) 
ou ou O0 / 
(7.—9 
+21, +M,.&,+M,«+N,— G—= 0. 
| H(2 ı 174 a 027 N WEG 
— & nn. O8 -, » Sm O8 
(X, 7G Si -TVEZE+X VG I +TVEZ 3 
l ) O 
10.—-12.) / | 
| (2 L,0%,-+ M, 0.- M;c, )} EG 0. 
Grenzgleichungen. 
— A, cos (s, u) + T,a,cos(s, ©) + Yıa,cos(s,e)+U, 
(1.-8.) +N,a,YEcos(s, u)+N,@,VEcos (s, u) 
. Be ) @,, 
| — N,@,Y@cos(s, e)- Qa,) = 0, 
h 1 os 
— A,0,c0s(s, «)— T;,«,cos(s, «) + T;«,cos(s, © 
(4.—6.) 


T ‘ f o& 
+ Y0,c0s(s, 0) +U,+2 Po +9. ——- = V. 
i os 


Die 12 Hauptgleichungen lassen sich auf 5 zurückführen. 
Ich multiplieire die Gleichungen (10.—12.) der Reihe nach mit «,. /?,. 7; und 
addire, so folgt, indem man die Gleichungen (2“.) und (3°) berücksichtigt: M,—0. 


Multiplieirt man dieselben Gleichungen mit «,, /,, 7, und addirt, so 
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folgt, indem man die Gleichungen 8, 9, 10 berücksichtigt und Grössen höherer 
Ordnung vernachlässigt: 
2 TA 
VEG ee 








—T, yE@G +M,YEG@G == U, 


Multiplieirt man die Gleichungen (7.—9.) mit resp. &,, f,, y, und addirt, 
so folgt: M, =. 

Multiplieirt man dieselben Gleichungen resp. mit «,, /,, y, und addirl, 
so folgt: 
Ya T4 
VEG 











-/ hyE EG = 0. 


Aus beiden Gleichungen folgt nunmehr: 





VE : 4" A ee 10 
N,YVE.)} E G6G= = AS 1... T 2 on A 
YEG ud } EG E 











Weiter werden wir die Gleichungen 7—12 incl. nicht gebrauchen. 
Wir multiplieiren nun die Gleichungen 1—3 inel. resp. mit: 


) J A} 
us Pu us ep» Pun 71 O2, [Pas Ya 





h Ä ı nm. O(XrYGe,) 
addiren jedes Mal und setzen zugleich für IT ete, 





ou 
/ Y or, ı oX, ) (@ 
Ay I u. a nr elic.. 
ou ou ; 


so folgt, indem wir die Gleichungen S, 9, 10 berücksichtigen und Grössen 
höherer Ordnung vernachlässigen: 


Hauptgleichungen. 


























o°E om BE: <° 
Fr’ EG(3- 4 zer Pot Sn) 
| a; (X, VG, OT, YE 
437 - YEG(A,u+B,ßs+0,y)- 2ANN_2AVE 
ou or 
Y 0G , N, 6E | 4' 
| +se2-+53-2--N—-N, = (0. 
2y@ ou od YE TE 
af 8% ‚om 0% 
h oyEG( BYE 0, gr Ze PıH Er Fre Y.) 
DI(YYE) , X oE T, 0@ 
(2.) -YEG(A, Ct -B,Pı + r Gy) - VE) -)- Io lt _ oc 
Er. \ oo 2] E oo 2YG ou 
 ONYEG a ı A" 
:3OVED _ nE_NE_o 











ou } 'G Y G 
































1erer 


ldirt, 


dirt. 


ssen 


Pi 
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hoyEG(Z 0, - up AR 7) 








ol 
/ gr, f i f v \ r A r fd" 
3) | — YEG(A,\&+ Ba -+ C1Y2) — X — fra 
| _T_ IE _,n_f_,_9N,VEO) ı N VEG) _ 0 
"VER ya ou od 


Multipliciren wir die Gleichungen (4.—6.) der Reihe nach mit: «,., ß 
Yo» %ı» Pi, /ı, und addiren, so folgt: 


‚9 
’ 



































h’o — 0 ’@, g 4 ö7, 
/ 5 > en 2a, 
| 12 VEG( Er hie Pot —e 70) 
a E>; I(X,yGY 
(4.) -YEG(A,.04+B,&+0y)- ar _ 27V 
ou oo 
BE Ba 
— er £ PR. -— NEy@G — 0. 
| 2 Y E © 2yG ou 
h’o N‘ 
# VEG( ar +) 
(9.) ! — YEG(A; 0; 4 B; Pi 1 C,Y,) äL, KACEZIE L.; Oo [ T, Y@) | 
ov ou 


X GE T, 0@G Br - 
ee ee 
2yE © 2zyG cu 





Grenzgleichungen. 
Die Gleichungen (1.—3.) der Grenzgleichungen multiplieiren wir mit: 
{I A /7 Ar 
Cs Po; Yu» Ci» [1 >» /ı» 05. I?2, 7/2» 


addiren je drei und setzen zugleich: 


























o@, da, Ou | ca, © _c0a, 1 ©0s ‚0a, 1 os, 
os GO 0 do Os au „JE 0s | © vG 08 
_ 0a, cos(s,v 0a, COS(s, u) 
au VE Br vo 
so erhalten wir: 
17 f Cut } Se | Wı70) —A, cos (s, u) _- 2 cos (s, oe) 
1.) — —_— (08 (8,0) + — | cos(s, «) 0 
\ b J v.y s\$s l = . 
| + Fr EG nik 
(U,&+Vıßı+ Wıyı)+ Yıcos(s, e)-+N,yEcos (s, u) 
(2.) a" 
—— 008 (s, 0) + —— cos[s, u 0. 
| tea )+ ae eu) = 
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3.) (Uo+Vıßr+ Wıy)+N,yEcos(s, u)—N, Y@cos(s, vo) — “; 


Os 
Die Gleichungen (4.—6.) multiplieiren wir mit &,, Aus Yo» %ı, Pi, Yı und be- 
achten. dass 


=WV. 











































o£ 0E ou ,„ 0 © © B. Ei 


os ou os oe os ou YE ös ov YG os 
OE c08(s,0) , O8 cosl,W) 


0 u V /E oo v@G 


Un 








u 
m 


Es folgt: 
(4.) U; 0,+ N, P%o+ Wy,— Arcos(s, u)+T,cos (s, 2) + Qcos(s,v) = 0. 
d U,0,+V,Pı+ Wryı+ ao e)— T;cos (s, u)+0Qcos(s,u) =. 
Hier sind: 
Ay Ir än_ Au: In’ 2 


aus den Gleichungen (12.) Seite 152 zu wur und einzusetzen. 























Da die Integrationen sich von ——- bis + erstrecken sollen. so 
erhalten wir: 
er a 5 (14 20) 8, +08), 
| a. , 14 r 
£ a +12), 
L = Hr 
i kh' 4 (D"— A") 
A = — — 1-4 —— = Ge) 
ara (H £ EVER GYyEG /' 
. kh’ f = -9) (D'—_ an 
Y, — —[()- re 1 20) - . 
> 6(41-+ 9) \ EyE@G Y \ T GYEG ) 
m ok’ (DL) 
öl a 
Daraus wiederum folgt: 
-—- r Ih’ DA—DA , D"d1—DA" 
NR +. Se I EEE 
a. a Te ) 


Ist die Schale eine Platte, also die Mittelfläche eine Ebene, so sind 
D=-D'=D"=-0; denn diese enthalten die Ableitungen der Cosinusse der 
Neigungswinkel der Normale mit den Axen nach » und e 
der Ebene sind aber jene Winkel constant, also 
man ferner E = G=1, 


a 


als Factoren, bei 
ihre Ableitungen O0. Setzi 


so ist das auf der Platte angenommene Coor- 


dinatensystem ein geradlinig orthogonales, alsdann gehen, wenn wir von der 
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Beschleunigung absehen, unsere Gleichungen in die über, die Clebsch*) für 





” das Gleichgewicht einer unendlich dünnen elastischen Platte, die endliche 
1 be- \ Formänderungen erleidet, angegeben hat. 
: Unendlich kleine Schwingungen in der Nähe der Gleichgewichtslage. 
| Während durch unsere Gleichungen für endliche Formänderungen die 
Coordinaten 5, n, © jedes Punktes als Functionen von #, ® und # bestimmt 
werden. kann man für den Fall, dass die Schale nur unendlich kleine Schwin- 
gungen ausführt, die Gleichungen so umformen, dass statt der Coordinaten die 
Verschiebungen jedes Punktes innerhalb und normal zur Fläche eintreten. 
Es sollen nun zunächst die in jenen Gleichungen auftretenden Grössen: 
). Es &,. 4 
a 
durch die genannten Verschiebungen ausgedrückt werden. Es soll zu diesem 
Zwecke, was für die Fläche während der Formänderung mit &,, Pu, Yu» Cı» 
ie Pıs Yıs 2» Pa, Y. bezeichnet wurde, für die Fläche in der Gleichgewichts- 
lage mit @,, bus Cu» Ar» Dis €» Gr, Dr, €, bezeichnet werden. 
Ich setze nun für kleine Formänderungen der Schale: 
H=mta, A=-bth, Y=atyo 
,=4-+0,, Pı= b-+Pı: Yı -GarYfı 
o=a+a. PR= b,+P:. n=GTtYo5 
wo die oben mit einem Strich versehenen Buchstaben kleine Grössen bedeuten. 
Weil nun die «, ete. den Gleichungen (1.) pag. 139 genügen, die 
a, etc. aber ähnlichen Gleichungen genügen müssen, so folgt, indem man er- 
wägt, dass «, etc. kleine Grössen bedeuten, und dass man Grössen zweiter 
Ordnung vernachlässigen will: 
+ t+aY=0, ya +bhftayı=l;, an +b+6Y: = 0, 
a, +b,Pıt+oyıt am +bPu+ cıYu = 0, 
4 +b,R+apn ta +bP ter = 0, 
a, ++ Gy + mm +b + CcY =. 
sind | Diesen Gleichungen genügt man, indem man setzt: 
der = Pıd, Pr,» Po pP b; — pm b, Zu = PıC. "PrCı» 
bei = mn—pa, Pı=pbo—Ppob;, Y=Pr&o—- PC; 
jetzt ed, = Pa, — Pı@ıs P: = 9b, - 12,0, Yr=Poc: — PC,» 
)Or- a re 
Zu *) Theorie der Elastieität $. 60, 92 und 93. 


Journal für Mathematik Bd. LXXVIII. leit 2. 

















WO Po» Pı, Pr kleine Grössen bedeuten. 

















A j O(a u a . 
— (m ( 1» U, 5 0/1 b 2 9,) 
EyG BERN Me 7 


A R. Le 
EyG 






ob, oc 



















‚ca, ) ! ob, ' oc, 
++ a—- ty 
ou Ou |!" Mm’ 





daher folgt mit Hülfe der Gleichungen (8.), 
d D cp 


Yo 


ı _ PD’ 





u. + Set rar 
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Nun ist nach Gleichung (10.) p. 148: 
o(b,+ - 2) 


und (10.): 
P, oE 


+(6- 





ou 








CC, 
+72) name . 
























































EyG EyG MW GYyE 2yEs % 
Aehnlich folgt: 
’ RE. ; op, _ P;D" p, 0@ 
EvG EyG 9%  GYyE  2yEG u’ 
Hure RER, ? ar cE 
GYE GyE Cu  EyG 2yEs @’ 
 AEREEN  ; op, ı 2a». :ı8 0G 
GYyE  GyE Gr " EYG  2yEo Mu 
Nun ist nach Gleichung (?.) Seite 140: 
08 
= (a,+a',)yE(1+e,), etc. 









oNX o& 


Nun ist: 





- Pm—- Pat 










ist; ebenso folgt: 





i od 


yE ou 





= bo pbit bien, 


Ich setze <= X+!, n=Y+n, C=Z+{J, wo, r', © die kleinen 


Aenderungen der Coordinaten während der Deformation bedeuten; 


tr = (ma-pa)yEi+s)tayE(1+s). 


d,,&; 


—— sa; Pı €: — P:Cı r6yE). 


Auf ähnliche Weise folgt aus den Gleichungen (3.) pag. 142: 


' 


also ist: 
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). 148: F f d& 
\ 5 /G de = Mu—-ım+a&+tayT, 
4 3 yu 
1 on | 
= = m b,—Ppub: +b,&,+ but, 
vg ® 
og ( p C C,€ C,7T 
— n — P: vn Puv2T 7 » 'T & u 
/G % 
VG e 


Multiplieirt man die obigen Gleichungen der Reihe nach mit «a,, b,. ©, 
und addirt, so folgt: 

















— o& on ol 
WE _ Tor vom = b,- | & m 
yEe de er ou 
Aehnlich folgt: 
- oe on" ou 
Ä ‚G& = 4—-+b, ic AR WE: E 
2 oo» ov® {7 
I 
i oE& or Fol 
T — u (a, >_ u u b : C, = )— Pr; 
y ( ( oO ot 
1 f o& C n oc’ 
= -—la.——+b +06 — ) 
p vG ar "Er oO od /? 
1 ( o& on' "a 
) — er dd. — b ee - C-— >_\ 
Pı VE ou 4 ou 7 du / 
1 o& on oc 
P: = u ng ae +b, .: oa oc) 
, yF cu ou ou 
einen 
ist: Diese Ausdrücke sind noch wesentlich zu vereinfachen. Ich denke 
mir den geometrischen Ort der Mittelfläche der Schale in ihrer Ruhelage fixirt; 


um dieselbe, als Gleichgewichtslage, schwingt nun die wirkliche Mittelfläche; 
u, v sei irgend ein Punkt dieser Mittelfläche während der Gleichgewichtslage. 
Nach der Deformation denke ich mir von diesem Punkte ein Loth auf jene 
fixirte Mittelfläche gefällt; »+w, ©o+v’ seien die Flächeneoordinaten des Fuss- 
punktes dieses Lothes, » die Grösse desselben. Ich denke mir nun das feste 
Coordinatensystem so verlegt, dass sein Anfangspunkt in den Punkt x, © der 
Mittelfläche fällt, und die Axen so gedreht, dass die X-Axe die Richtung von 
ds,, die Y-Axe die von ds, und die Z-Axe die Richtung der Normale annimmt. 
Alsdann sind die Cosinusse der Neigungswinkel von ds, mit den 3 Axen 
%ıy du, ©, resp. 1, 0, 0; für d&’ aber kann man in der Nähe des Anfangs- 


punktes = yEdu' setzen, und daher folgt: 
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und daher findet man: 


Auf ähnliche Weise folgt: 











! ov' E 
== - I aan _—_— — 
; O0 ’ Go P» 
in | on en | on /G & 
Po vG u’ BAT. yE au’ pP: 7 E ou’ 
daher schliesslich: 
E ou )G 











5 -u \ _ — ry _——: 
G 0 E ou 


Mit Benutzung der oben gefundenen Werthe für p,. pı, 


p; lassen sich 
nun auch 4, S, 4” durch w', e’, » ausdrücken: 
























































4 RR: D ie O ( 1 er D oo 4 1 GE on 
EyYG Ey@ Mu N\yE ©u Eyg u 2GyE © ww’ 
4 BF, 1 onı\, D' 1 0G on 
EyG AR EyG ( ou + E78 Ou  2GyE 9u @’ 
2.35% 1 On D 1 oOE On 
GvE  GyE u Nye m) EB du REyG Go u’ 
_d BE. ( 1 58 D' ov' 1 1 6 On 
GyE GyE @\ys EyE 9u  2EYG Cu ou 
Wir können aus diesen Gleichungen En auf zwei verschiedene Arten 
ausdrücken, 
rn Yuan Br ai 1 oE On " D’ oo 1 oG On 
EG EG EG Gucv 2EYEG 9% Ju EG ou 2GyEG Cu 
Me aha 1 on 1 0G on DW" 1 oE on 
EG EG" TEG 











= Ouoo 2GyEG Cu co EP ou 2EyEG cv ou 
Diese beiden Ausdrücke unterscheiden sich aber durch die Grössen, welche 
or ) e or’ j 
-—— enthalten; wir müssen im Allgemeinen daraus schliessen, dass —- klein 
on cu 

und zu vernachlässigen ist gegen die übrigen in Betracht kommenden Grössen, 


also die Ableitungen von » nach « und e. Wir erhalten daher schliesslich: 




















.J D pr I o’n I cE On f 1 oE On 
/’EG EV/EC 6 0oW 2E ou ou 2EG oo @’ 
4 } 4 I # y , G 
I A o’n l oE on 1 oG En 
EG EG! VEG uce DEYEG 60 ou 2GYEG 9u ©? 
e u. yEG auch 2EyEG vr 4 ay G 7 


GyEG 





Js" D" ı# on 1 oG m, 1 06G On 
GYyEG "Eau 736 Se So "REG Su u’ 














sich 


‚rien 
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Mit Hülfe dieser Ausdrücke und der für &. & und r: 


ou’ or’ E ou , _/G ov 
ee, 2a u Eu) == m Zu _— - ez- = 
i ou ? , op G 00 'E 





ou 
lassen sich die Seite 168 angegebenen Spannungen durch die allein noch von 
der Zeit abhängigen Grössen «, ®', n ausdrücken. Aber man bemerkt. dass 
die Spannungen von D, D’, D” unabhängig werden und nur von E und @ 
abhängen. Es folgt daraus der Satz: Wenn zwei Flächen aufeinander ab- 
wickelbar sind. und die Ableitungen von », «, e’' nach « und e, d.h. die 
relativen Verschiebungen sind an entsprechenden Stellen gleich, so sind auch 
die an diesen Stellen auftretenden Spannungen gleich. 

Es erübrigt noch, indem wir von den äusseren Kräften absehen,. die 
Summanden der Bewegungsgleichungen,. die von den Beschleunigungen her- 
rühren. umzuformen. Es ist nun: 





nu un Fan 
PR _ DE 2. 0. BE 0 Zee 
0 [u Ö ) Y» ot — } 4 BR a 
2 n2 2% ns 
o’E on OL o’v' 
y = , .) Ay _ (7 
77 rt 7 u } BR” a 
ot ot ot Ci 
o'& 1?7 oc on 
1 ( 
JI I r - / 
0, mn 0. P; ] Po - ya — TE 27 . 
at a: ot’ ot 
u n29 13. -)? y 3 
‚00,20% ,, Ir __IP 1 o’n 
Cu, TPpu aa Tu za In 7 —— 7709 
al ol ol ol E ot ou 
n2 „22 n2 n2 n3 
oa u - 07, op 1 o’n 
0 Ef, ui he A ie ren u an u ame R 
RO u si’ 28 ıy/ı 3 N42 42 T. 
ot ot ol ot ya otor 


Diese letzten zwei Summanden sind jetzt nicht für den Fall einer Ebene 
oder eines Cvlinders. die parallel einer Axe sind, zu berücksichtigen, sondern 
überhaupt für jede Fläche. Denn indem wir unsere letzten Betrachtungen auf 
jeden Punkt anwenden, wird jeder Punkt zu einem Ausnahmepunkte, wie wir 
ihn Seite 161 bezeichnet haben. 

Durch die gemachten Umformungen gingen unsere Gleichungen für das 
Gleichgewicht und die Bewegung einer elastischen Schale, die in der Nähe 
der Gleichgewichtslage unendlich kleine Schwingungen ausführt, über in Glei- 
chungen für «, ®’, », die Verschiebungen innerhalb und normal zur Fläche. 

Für die Ebene vereinfachen sich diese Gleichungen wesentlich dadurch, 
dass D=-D'’'=D"-—-0 ist. Man sieht nämlich, dass alsdann die zwei ersten 
Haupt- und Grenzgleichungen nur «’ und e’ enthalten, während in den übrigen 


ausserdem noch » vorkommt; jene vier Gleichungen für die Schwingungen 
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innerhalb der Ebene werden befriedigt. wenn man « =0, v’ =0 selzt. Setzt 
man für « und © diese Werthe auch in die übrigen Gleichungen ein, so er- 
hält man Gleichungen für die Transversalschwingungen der Platte, entsprechend 
denen, die Herr Kirchhoff zuerst zur Berechnung der Klangfiguren von Kreis- 
scheiben angewandt hat. Um nun aus unseren Gleichungen jene Gleichungen, 
wie es für eine kreisrunde Scheibe passend ist, in Polarcoordinaten zu er- 
halten, wählt man v„=r, o=)%, wo r den Radius vector, 9 die Amplitude 
bedeutet. Wegen: 
ds’ = dr’ + r'd$° 


hat man E=1,. @=r zu setzen. Man erhält alsdann dieselben Gleichungen, 
welche Olebsch *) durch Transformation der Gleichungen für geradlinige ortho- 
gonale Coordinaten erhalten hat. 


*) Theorie der Elastieität $. 78, 129. 


Berlin, 1873. 
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Zwei Erzeugnisse krumm - geometrischer (sebilde. 


(Von Herrn Miltinowski in 'Tilsit.) 


In 54. Bande dieses Journals giebt Herr Schroeter eine Methode an, die Ein- 
hillende entsprechender Punkte zweier projectivischen Punktreihen auf zwei Kegel- 
sehnitten nach Classe und Ordnung zu bestimmen. Diese Methode lässt sich unmittel- 
har auf den Fall anwenden, dass die projeetivischen Punktreihen auf zwei einander 
eollinear entsprechenden Curven C” und C% n'“" Ordnung liegen. Es seien also ABC...X 
und A,B,C,...X, die projeetivischen Punktreihen auf €” und (7; welches ist die Ein- 
hillende ® der Geraden AA,, BB, CC,,...., XX,? Durch einen beliebigen Punkt P 
ziehen wir Strahlen abe...x nach ABC...X, so entsprechen ihnen Strahlen a,b,e....=, 
durch A,B,C,...X,, welche sich in einem Punkt P, schneiden. Die Büschel P(abe...x) 
und P (a,b,e,...x,) sind projectivisch und erzeugen einen Kegelschnitt X, welcher jede 
der Curven C* und €” in 2n Punkten schneidet. Verbindet man P mit den Sehnitt- 
punkten von K und €”, so erhält man die 2 Tangenten von P an die gesuchte En- 
veloppe 8. Diese ist also von der 2n'"" Classe. — Von den Punkten A,B,C,...X, nehmen 
wir in Bezug auf €” die ersten Polaren; die Einhüllende derselben ist eine Curve der 
n(n— 1)?" Ordnung, durch jeden Punkt gehen » solche Polaren. Sind Q und Q, zwei 
einander eollinear entsprechende Punkte von C* und €’, so sind die Büschel Q(A...X) 
und Q.(A,...X,) in projectivischer Beziehung und daher können wir auch sagen, dass 
das Büschel O(A...X) in projeetivischer Beziehung zur Punktreihe A,...X, steht. Diese 
steht aber mit der Reihe der ersten Polaren ihrer Punkte in Bezug auf C” in pro- 


jeetivischer Beziehung, also sind dadurch diese Reihen der Polaren und das Büschel 


0(A...X) projeetivisch aufeinander bezogen. Eine beliebige Gerade g werde von einem 
Strahl von Q in A geschnitten; die diesem Strahl entsprechende erste Polare schneidet 
gqg in n—! Punkten W; durch einen Punkt W gehen x» soleher ersten Polaren, jeder 
entspricht ein Strahl durch Q, welcher g in einem Punkt A schneidet. Die Punktreihen 
A... und W... sind daher in (n—1,r) gliedriger Beziehung und haben 22—1 Doppel- 
punkte; also ist der Ort der Schnittpunkte der Strahlen von Q mit den ihnen ent- 
sprechenden ersten Polaren eine Curve K°’-! der (2 —1)"" Ordnung, welche in O 
einen » fachen Punkt hat und C” ausser in ihm noch in 2x(n —1) Punkten schneidet. 
In ihnen wird C” von der Enveloppe 8 berührt; auch ©” wird von & in ebenso vielen 
Punkten berührt. — Drei Punkte giebt es in den collinearen Systemen, in denen 0” 
und C entsprechende Curven sind, welche mit ihren entsprechenden zusammenfallen. 
Wir nennen sie LMN. Der Kegelschnitt K, welcher dureh die projeetivischen Büschel 
P(a...z) und P (a,...x,) erzeugt wurde, muss durch die drei Punkte LWUN gehen. 
Wenn also P auf einer Geraden g und P, sich auf der collinear entsprechenden Ge- 
raden g, bewegt, so gehört jedem Paar von Punkten P und P, ein Kegelschnitt K an; 
alle diese Kegelschnitte gehen ausser durch LMN noch durch den Schnittpunkt O von 
y und g, und bilden daher ein Büschel. Von ihnen berühren x» (n +1) jede der Curven 
C* und ©”; daraus folgt, dass g oder y, die Enveloppe & in »(»-+1) Punkten schneidet, 
also ist & von der n(n-+1)"" Ordnung. Ziehen wir durch L beliebige Strahlen und 
‚echnen diese zum ersten System, so entsprechen ihnen im zweiten andere Strahlen 
auch durch L; die beiden so entstehenden Biüschel sind in projeetivischer Beziehung 
und haben zwei Doppelstrahlen, LM und LN, welche an die Stelle des Kegelschnitts 
K treten. Auf jede dieser Geraden fallen » Tangenten an $ zusammen, also sind 
LM, LN und ebenso MN nfache Tangenten von 8. — Die erhaltenen Resultate sind 
zusammengefasst: 

1. Die Verbindungsgeraden homologer Punkte auf zwei Curven C” und © der 
n"" Ordnung, welche sich in collinearen Systemen entsprechen, werden von einer Curve 
N der 2n'”" Classe und n(n +14)" Ordnung eingehüllt, weiche jede der Curven U" und 
©" in 2n(n—1) Punkten berührt und die drei Geraden, welche in den collinearen Systemen 
sich selbst entsprechen, zu n fachen Tangenten hat. 
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Lässt man jedem Punkt P in der Ebene eines Kegelschnittbüschels seinen eon- 
Jugirten Punkt P, entsprechen, so entsprechen allen Punkten einer Curve C”, welche 
in einem der drei Tripelpunkte ORS des Kegelschnittbüschels, z. B. in Q einen 
(»—1)fachen Punkt hat, alle Punkte einer Curve C"+l von der Ordnung n +1, 
welehe durch die Tripelpunkte ORS des Kegelschnittbüschels geht und Q zu einen 
nfachen Punkt hat. Sind wieder ABC...X und A,B,C....X, entsprechende Punkte auf 
Cr und €", welches ist die Enveloppe aller Geraden A A, .XX,? — Einem Strahlen- 
büschel durch A entspricht ein projeetivisches Kegelschnittbüschel mit den Grund- 
punkten A,QRS; beide Büschel erzeugen eine Curve dritter Ordnung, welche durch 
AA,QRS echt; ihr entspricht eine Curve dritter Ordnung, die auch durch AA,QRS 
geht und jene nur noch in vier Punkten schneidet, die mit ihren conjugirten zusammen- 
fallen und also die Grundpunkte LMNO des Kegelschnittbüschels sind. Ausser ihnen 
giebt es keine Punkte in der Ebene, die mit ihren entsprechenden zusammenliallen. 
Sind P und P, zwei eonjugirte Punkte, so entspricht einem Strahlenbüschel dureh P 
ein projeetivisches Kegelschnittbüschel mit den Grundpunkten P/QRS; die von beiden 
erzeugte Curve A? dritter Ordnung schneidet C?+! ausser in QRS noch in 2n--1 
Punkten und die V erbindungslinien dieser Punkte mit P seben die 2-41 möglichen Tan- 
genten, welche sich von P an die gesuchte Enveloppe 8 ziehen lassen; diese ist also 
von der (2n-}-1)"" Classe. Den Punkt P lassen wir auf einer Geraden g sich be- 
wegen, So bewegt sich P, auf einem Kegelschnitt 7’, der auch durch ORS geht; je 
zwei entsprechenden Punkten P und P, entsprieht eine Curve dritter Ordnung K°. Alle 
so erhaltenen Curven K°... gehen dureh die vier sich selbst eonjugirten Punkte LMXAO, 
durch die Schnittpunkte T und U von gq und y° und durch die Punkte ORS, und bilden 
also ein Büschel. Jede dieser Curven schneidet €” +! in 3(n--1) Punkten; zieht man hiervon 
den » fachen Punkt Q und die beiden Punkte R und S ab, so bleiben noch ( ruppen von je 
2n--1 Punkten; diese bilden eine Involution des (2n +1)!" Grades, welche 4n Doppelpunkte 
hat:"daher giebt es auch 4» Curven K°..., welche C”+! in 4» Punkten berühren, und 
daher giebt es auf g auch 4n Punkte der Enveloppe; diese ist also von der Ordnung 4n. 

Die ersten Polaren aller Punkte von €” in Bezug auf C”'' bilden eine Reihe 
von Curven 4”... der z'" Ordnung und vom Index n, tetiche in projeetivischer 
Beziehung zu dem Strahlenbüschel mit dem Scheitel O steht, dessen Strahlen die 
Punkte AB... von Ü” projieiren, welche in projeetivischer Beziehung mit den Polen 
A,B,... von K”... sind. Daher erzeugt t die Reihe A” mit dem projeetivischen Strahlen- 
büschel durch ) eine Curve M der 2n'" Ordnung, welche Q zu einem » fachen 
Punkt hat. Die Curven 0”! und x” sehneiden "sich also ausser in Q noch in 
2n(n +1) — n(n’-—-1) oder n(n- 2) Punkten; in ihnen wird C7*! von der Enveloppe 
® berührt. Auf dieselbe Weise findet man, dass ® auch €” in »°’--1 Punkten be- 
rührt. Also: 

2. Sind C” und Cr! zwei Curven n’” und (n -+1)'” Ordnung, welche denselben 
Punkt O als (n—1) resp. n fachen Punkt haben und deren Punkte AB...X und A,B,....X, 
ın der Beziehung stehen, dass jeder Punkt X der conjugirte Punkt von X, ın Bezug auf 
ein festes Kegelschnittbüschel ist, welches ) als einen Tripelpunkt hat, so ist die Enveloppe 
N aller Verbindungsgeraden je zweier conjugirten Punkte eine Curve der (2n-+1)"” Classe 
und An” Ordnung, welche ©” in n’—+1 und EC"! in n(n--?2) Punkten berührt. 

Für » = 1 folgt das in der eitirten Abhandlung angegebene Resultat: 

Das Erzeugniss zweier projectivischen Gebilde, einer krummen Punktreihe auf 
einem hegelschnitt und einer geraden Punktreihe auf einer Geraden ıst eine Curve dritter 
(lasse und vierter Ordnung, welche die gegebene Gerade zur Doppeltangente hat und den 
gegebenen Kegelschnitt dreimal berührt. 

Da zwei projectivische Kegelschnitte stets als entsprechende Curven in col- 
linearen Systemen betrachtet werden können, so folgt aus Satz 1.: 

Das Erzeugniss zweier projectivischen Punktreihen auf zweı Kegelschnitten ıst 
eine Curve vierter Classe und sechster Ordnung, welche drei Doppeltangenten hat und 
Jeden der beiden Hhegelschnitte viermal berührt. 
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Zur Geometrie der ebenen Curven dritter Ordnung. 


(Von Herrn Milinowski in Tilsit.) 





In einer Abhandlung „Allgemeine Eigenschaften der algebraischen 
Curven* hat Steiner im 47. Bande dieses Journals eine Reihe von Sätzen 
ohne Beweis mitgetheilt. Ein Theil dieser Sätze, soweit sie sich auf CGurven 
dritter Ordnung beziehen. soll im Folgenden auf geometrischem Wege abpe- 

ke] ’ > 3 lee) 
leitet werden. Wir betrachten dazu eine ebene Curve C° als die Tripeleurve 
eines Kegelschnittneizes N und nehmen einen beliebigen Punkt P,. der nicht 
auf der Curve liegt. Durch P, werde eine variable Gerade x gelegt. welche 
l = =) 
C in X,X,X, schneidet. Zu je zwei Punkten der Tripeleurve giebt es einen 

1 2 3 e 
dritten von der Beschaffenheit, dass alle drei die Doppelpunkte der drei Geraden- 
paare eines Kegelschnittbüschels sind, dessen sämmtliche Kegelschnitte dem 
Netze N angehören. Die Punkte, welche mit X,X;. A,X,. A,X, je ein Tripel 
bilden. seien X. As. A,,; wir bezeichnen ferner irgend 3 andere Tripel 

/ 1? 9 - 
mit Ta, 7, 75. Da 2 Tripel einer Tripelcurve stets auf einem Kegelschnitt 
lieven. so lieven auch A, A, A, und 7... X,X,X,, und 7... A,X,X,, und r,, 

gen, 5 
je auf einem Kegelschnitt 2, %;, %. Aendert sich x in x’.r".... so erhält 


man die Tripel X, X, X 2, I Ins 3 dd, I X X - .., A, X,» 
X, X, X; .... und durch dieselben die Kegelschnitte 25%».... Zy£:..:. 
ZZ... Diese bilden drei Netze von Kegelschnitten, denn alle z,, gehen 


durch die drei Tripelpunkte des Tripels 7,,, alle #,, durch die des Tripels r,, 
und endlich alle z,, durch die des Tripels ;,,. Die Polaren von P, bezüglich 
der Kegelschnitte dieser drei Netze sind die Geraden dreier collinearen Systeme. 
Alle Punkte, durch welche drei entsprechende Gerade dieser Systeme gehen. 
liegen auf einer Curve C, dritter Ordnung. und diese trennt je zwei Punkte 
X,X,. A,X;,. A,A, von P, harmonisch. 

Geht x in eine der sechs Tangenten, die sich von P, an €’ ziehen 
lassen, über, so fallen zwei der drei Schnittpunkte, etwa X, und X, zusammen 
in den Berührungspunkt, daher geht C} durch den Berührungspunkt X, und 
berührt x in einem Punkt P, der P, von X, und X, harmonisch trennt. Also: 

1. Alle Punkte, welche durch je zwei Punkte einer Tripelcurve C' 
von einem festen Punkt P, harmonisch getrennt werden, liegen auf einer Curve 
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/; dritter Ordnung, welche durch die Berührungspunkte der von P, an Ü' 
gezogenen Tangenten geht und diese Tangenten selbst berührt. C’ und ( 
schneiden sich daher in sechs Punkten eines Kegelschnitts und in drei Punkten 
einer Geraden der geraden Polare von P,. — Liegt P, auf C’, so zerfällt 
C; in die conische Polare von P, und in die Tangente durch P,. — Ist 0 
ein Punkt von C, und trifft P,Q die CO’ in drei Punkten Q,0;0;. von denen 
zwei, etwa Q,Q0, durch Q und P, harmonisch getrennt sind; sind q, und g; 
die Tangenten in Q, und Q, an Ü’, so ist die Gerade, welche den Schnittpunkt 
(919,) mit Q verbindet, Tangente in Q an C,. — 

Denn ist Q’ ein anderer Punkt von C} und sind 0,0; die Punkte von 
C’ auf P,Q', welche P, und 0’ harmonisch trennen, so müssen die Geraden 
00, 0,0. 0:0, sich in einem Punkt schneiden. Rückt nun 0’ unendlich 
nahe an Q, also auch Q, an Q,. Q; an Q,, so gehen die Geraden 00’, 0,0,, 
0,0, in die Tangenten qg an C;. q,9, an Ü” über und schneiden sich in 
einem Punkt. 

Die gerade Polare von P, schneide C° in M,M,M, und P, M, schneide 
C’ noch in M,M,, dann müssen M,M, durch P, M, harmonisch getrennt werden. 
weil die conische Polare von M, durch P, gehen muss. — Da also C} und 
C° sich in den neun Schnittpunkten der conischen und geraden Polare von Pı 
schneiden, so kann C; die harmonische Polarcurve von P, genannt werden. 

Auf der Curve €; sei 9, ein beliebiger Punkt; dann liegen alle Punkte, 
welche je zwei Punkte von C° harmonisch von 9, trennen, auf einer Curve 
6). Diese muss durch P, gehen, denn sind X,X,X, die Schnittpunkte von 
P,Y, mit C’, so werden zwei von ihnen, etwa X, und X,, durch P, und 9, 
harmonisch getrennt. — Lassen wir P, sich auf einer Geraden / bewegen, 
so entspricht ihm eine veränderliche Curve C}; allen Punkten P, entsprechen 
also die Curven C). Wie viele von ihnen gehen durch einen beliebigen 
Punkt P,? Dem Punkt P, entspricht eine Curve C;, welche / in drei Punkten 
P,P,P, schneidet, und die diesen entsprechenden Curven müssen durch P; 
sehen. Es folgt: 

2. Liegt ein Punkt P, auf der einem andern Punkt ®, entsprechenden 
Curve G;, so liegt der letztere auf der dem Punkte P, entsprechenden Curve 
)i. — Von der ganzen Schaar Curven C}, die den Punkten P, einer Geraden 
I entsprechen, gehen 3 durch einen beliebigen Punkt. (Dieses Journal Bd. 47 
pag. 93. II’. und II’.) 


Die Curve C} schneide die unendlich entfernte Gerade g, in P DO,R, : 
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man ziehe P,P,, P,O,, PıR, und erhält auf jeder Geraden drei Schnitt- 
punkte mit C°, nämlich PPP, DOAD", RAR”, und auf jeder Geraden 
giebt es zwei Punkte, welche durch P, und g, harmonisch getrennt werden. 
so dass etwa PVPP, DOPD,, RRP,R, je vier harmonische Punkte 
sind; es liegt also P, in der Mitte von PVP, DO, NR. Die letzten sechs 
Punkte müssen auf einem Kegelschnitt liegen, dessen Mittelpunkt P, ist; also: 

3. Durch jeden Punkt P, in der Ebene einer Curve dritter Ordnung 


C’ lassen sich höchstens drei solche Sehnen ziehen, dass die Entfernung von 
zwei ihrer Schnittpunkte mit C’ durch P, halbirt wird. Die sechs Endpunkte 
dieser Sehnen liegen auf einem Kegelschnitt I’; Steiner nennt ihn die innere 
Polare des Punktes P, in Bezug auf C’. — Liegt P, auf ©’, so giebt es 
höchstens zwei solche Sehnen; sie verbinden P, mit den unendlich entfernten 
Punkten der äusseren Polare von P.. 

Wählen wir statt der Geraden g, eine beliebige Gerade g, so erhalten 
wir den Satz: 

4. Durch jeden Punkt P, lassen sich höchstens drei Sehnen von Ü' 
ziehen, welche durch P, und eine Gerade g harmonisch getheilt werden. P, 
und g sind Pol und Polare in Bezug auf den Kegelschnitt, der durch die 
Endpunkte jener sechs Sehnen geht. 

Die Curven C° und €, schneiden sich ausser in den Berührungspunkten 
ABCDEF der von P, an Ü’ gezogenen Tangenten noch in 3 Punkten @ HI 
einer Geraden p; die Geraden P,@, P,H, P,I mögen C’ noch in @,@,. H,H,. 
II, treffen, dann sind P,GG,@G;. P,HH,H,, P,II,I, je vier harmonische 
Punkte; es liegen also @,@,H,H,I, I; auf einem Kegelschnitt %,, in Bezug 
auf welchen P, und p Pol und Polare sind. — Die sechs Tangenten von P, 
aus an C* mögen ©’ noch in ABEDEF schneiden; dann liegen die sechs 
Punkte ABCDEF auf einem Kegelschnitt X’ und ABEDERF auf dem be- 
gleitenden Kegelschnitt 8°. Beide berühren sich doppelt in den Schnittpunkten 
der Polare von P, bezüglich K’. Sind A,B,C,D,E,F, die sechs Punkte. 
welche AU, BB, CE, DD, EC, FE harmonisch von P, trennen, so berührt in 
ihnen C} die von P, ausgehenden Tangenten an C’; die Punkte A,B,O,D,E,F, 
liegen also auf einem Kegelschnitt K7. der conischen Polare von P, bezüglich 
C;. Der begleitende Kegelschnitt von K? ist aber K°’, also berühren sich 
K’K$’K} doppelt in denselben beiden Punkten. Also: 

9. Die einem Punkt P, entsprechende Curve C; hat mit C° dieselben 
sechs durch P, gehenden Tangenten. Die conische Polare K’ von P, bezüglich 
23* 
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C und die conische Polare K, von P, bezüglich C, berühren sich doppelt in 
den Schnittpunkten der Polare von P, in Bezug auf K’ oder K}; der Kegel- 
schnitt K° ist der begleitende Kegelschnitt von K). — Der Punkt P, hat die- 
selbe gerade Polare bezüglich C’ und C\. 

Die Gerade p, auf welcher drei Schnittipunkte @ HI der Curven 0’ 
und €, liegen, und der Kegelschnitt <', auf welchem die sechs Schnittpunkte 
G,@;H,H,T,L, von P,G, P,H, P,I mit C’ liegen, bilden auch eine Curve 
z',p) der dritten Ordnung, in Bezug auf welche P, dieselbe conische Polare 
K’° hat, wie in Bezug auf C’; daher muss K° durch die Schnittpunkte von 
z und p gehen: 

6. Die conische Polare K’ von P, in Bezug auf C’ geht durch die 
Schnittpunkte von p und x. 

Die innere Polare /’ von P, bezüglich C’ schneidet diese Curve in 
den sechs Punkten PPDO/NRR; es liegen daher die Schnittpunkte "OR" 
von P,PWV, PODD, PRR und ©’ in einer Geraden g, und es hat P, in 
Bezug auf die Curve (/°, g) dritter Ordnung dieselbe conische Polare K’, 
wie in Bezug auf C’, also muss AK’ durch die Schnittpunkte von /’ und g 
sehen; es müssen aber auf K° auch die Berührungspunkte der von P, an 7° 
gezogenen Tangenten liegen oder zwei Schnittpunkte von K° und /’ müssen 
mit den Schnitipunkten von /° und der Polare von P, bezüglich /° zusammen- 
fallen. Diese Polare ist aber die unendlich entfernte Gerade g,, weil P, der 
Mittelpunkt von /° ist, daher geht A? durch die Schnittpunkte von /’ und g,, 
also folgt der Salz: 

1. Die conische und die innere Polare eines Punktes P, schneiden sich 
auf der Geraden g, auf welcher C’ von den Sehnen PYV, DO, RR, in 
deren Mitte P, liegt, getroffen wird, und auf g,; daher müssen ihre Asymptoten 
parallel sein. 

Wir bezeichnen die Poloconik von g, mit E_; da die conische Polare 
Ik irgend eines Punktes P von E, eine Parabel ist, also g, berührt, so muss 
auch die innere Polare /’ von P die Gerade g, in demselben Punkt berühren. 
Es ist aber P der Mittelpunkt von /’, also muss /° in ein Paar parallele 
Gerade zerlallen, welche der Achse der Parabel K° parallel sind. — Ist ? 
ein Punkt von CE’, so besteht die ihm entsprechende Curve €, aus der conischen 
Polare K° von P bezüglich C° und der Tangente t in P an Ü’; es schneiden 
kK° und i die unendlich entfernte Gerade g, in drei Punkten P,O,R,, und 


die Geraden PY,. PO,. PR, treffen C’ in PVP, SOP, RPP, so dass 
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E in E PY BP, PD, DO, PR,RP je vier harmonische Punkte sind, also liegt P 
M F i 

jel- % in der Mitte von BY, DO’. Es giebt durch P auf C’ also nur die beiden 

lie- Sehnen PY, DO’, welche von P halbirt werden, die dritte redueirt sich 
» 


" auf den Punkt P; daher ist die innere Polare von P das Geradenpaar PP WY' 





Ü md POLO, diese beiden Geraden sind nach den unendlich fernen Punkten 
ıkle p OD, von K7 gerichtet, also den Asymptoten dieses Kegelschnitts parallel. 
ve 08 | Die conische Polare X’ von P ist Ellipse, Parabel oder Hyperbel, je 
are nachdem P innerhalb. auf oder ausserhalb der Ellipse E,, der Poloconik 
von von g, liegt; im ersten Fall sind die Geraden PPY und POUD imaginär, 


im zweiten fallen sie zusammen, im dritten sind beide reell. Es giebt auf 
die C’ nur sechs Punkte von der Eigenschaft, dass durch sie nur eine Sehne von 


0 geht, welche in ihnen halbirt wird, nämlich die 6 Schnittpunkte von E, 


in | und C°. Ist P, einer dieser sechs Punkte, K,, seine conische Polare, so be- 
R rührt dieselbe g, in einem Punkt R,, und PR, ist die einzige Sehne durch 
in P,. welche in P, halbirt wird, ihre Schnittpunkte mit ©’ seien R,NR,. so dass 
K, also PR, und P,R, einander gleich sind. — Die innere Polare /’ eines be- 
liebigen Punktes P schneidet C’ in sechs Punkten PPDONRR, und dag, die 
K Polare von P bezüglich /’ ist, so müssen die Geraden PD und WO’ und 
sen auch PR und PR sich auf g, schneiden; für einen Punkt P, fallen die 
Nn- Punkte OR mit PB. OR mit P’ zusammen; die Geraden PO und WO 
ler werden Tangenten an C*, und da sie sich auf g schneiden, parallele Tan- 
1.9 genten. Aus Allem folgt: 


S. Der Ort des Pols, dessen innere Polare IT’ in zwei Gerade zerfällt, 


ch besteht aus zwei getrennten Curven, nämlich: 
in 1) aus der Poloconik E, der wnendlich entfernten Geraden g,. 
en 2) aus der Curve C' selbst: 


Für jeden auf E_ liegenden Pol P besteht die innere Polare I aus 


re zwei parallelen Geraden. — Für jeden auf Ü’ liegenden Pol besteht I aus 
SS den beiden Sehnen s und s,, welche in P halbirt werden: diese sind den 
N. Asymptoten der conischen Polare K’ von P parallel. Daher sind beide Sehnen 
le reell oder imaginär oder fallen zusammen, je nachdem K’ Hyperbel oder Ellipse 
P oder Parabel ist. Es giebt im Ganzen nur sechs Pole auf U’, für welche K’ 
en | Parabel wird, also die Sehnen s und s, in eine s, zusammenfallen; diese sechs 
N Pole P, sind die Schnittpunkte von E, und C’. Jede der sechs entsprechenden 
1d | Sehnen s, hat die Eigenschaft, dass die Tangenten in ihren Endpunkten an &* 


parallel sind. — Liegt P in einem Wendepunkt W, so besteht dessen äussere 
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conische Polare aus der Wendetangente w und der harmonischen Polare h 
von W; deshalb muss die innere Polare aus zwei Geraden bestehen, von denen 
die eine mit w zusammenfällt und die andere parallel zu h ist. (Dieses 
Journal Bd. 47 pag. 36, 37, 38. IL., II) 

Die Hessesche Curve &° von C’ hat die Eigenschaft, dass die conischen 
Polaren ihrer Punkte Geradenpaare sind, deren Scheitel wieder auf &° liegen. 
Letztere wird von E, in drei Punkten berührt, deren conische Polaren in 
zwei parallele Gerade zerfallen; die inneren Polaren dieser Punkte bestehen 
ebenfalls aus 2 Geraden, welche den Geraden der äusseren Polare parallel 
sind; also: 

9. Im der ganzen Ebene giebt es nur drei Punkte, die Berührungspunkte 
von E, mit der Hesseschen Curve &° von C’, deren äussere conische Polaren 
in parallele Gerade zerfallen, welche überdies mit den Geraden der inneren 
Polaren parallel sind. (Dieses Journal Bd. 47 pag. 41. III.) 

Durch einen Punkt P in der Ebene einer C’ ziehe man beliebige 
Gerade 99,92..., bestimme ihre Schnittpunkte QQ,Q;... mit einer beliebigen 
Geraden p und die geraden Polaren dieser Schnittpunkte gg, 9>..., so werden 
dieselben von einem Kegelschnitte x eingehüllt, der Poloconik von p, und 
bilden einen zum Strahlenbüschel P(gg.9...) projectivischen Tangentenbüschel 
(g9192...). Beide Büschel erzeugen eine Curve C; dritter Ordnung vierter 
Classe, welche in P einen Doppelpunkt hat, z in drei Punkten berührt und 
durch die 3 Schnittpunkte von p und C° geht; denn nennt man diese 0,0,0., 
so gehen ihre geraden Polaren durch sie selbst hindurch und werden in ihnen 
von den entsprechenden Geraden g,9,g. geschnitten. Für den Fall, dass p 
in die Unendlichkeit rückt, erhält man die Sätze in diesem Journal Bd. 47 
pag. 84. Also: 

10. Schneidet man die Strahlen 99,92... eines Büschels P durch eine 
Gerade p in den Punkten QQ,Q:..., so ist der Ort der Punkte, in denen 
jeder Strahl g... von der geraden Polare q... des auf ihm liegenden Punktes 
Q... geschnitten wird, eine Curve C,; dritter Ordnung mit dem Doppelpunkt F. 

Rückt p ins Unendliche, dann sind die Schnittpunkte (g,g), ... die 
Schwerpunkte der Schnittpunkte von g... mit © und dann heisst der Satz: 

10°. Schneidet man eine Curve dritter Ordnung durch die Strahlen 
eines Büschels P, so ist der Ort der Schwerpunkte eine Curve dritter Ordnung 
mit dem Doppelpunkt P. 


Es ist leicht, die Tangenten im Punkt P, die Doppelpunktstangenten, 
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zu finden. Die conische Polare K° von P in Bezug auf C’ schneidet p in 
zwei Punkten Q’Q”, deren gerade Polaren g’g’ durch P gehen, mit der Curve 
C: ausser P keinen Punkt gemeinschaftlich haben und daher die Tangenten 
in P sind. — Die Gerade p schneide C° in den Punkten 0,0,0,, so sind 
diese Punkte auch Punkte von C;, weil ihre geraden Polaren y,9,q, bezüglich 
C’ durch sie selbst hindurchgehen. — Ist C) eine andere Curve dritter Ord- 
nung, welche durch Q,0,0, geht und in diesen Punkten dieselben Tangenten 
g,9,9, hat, so ist die projectivische Beziehung des Büschels P(ggıg....) zum 
Büschel der Tangenten auf der Poloconik dieselbe, weil diese Beziehung durch 
das Entsprechen der drei Strahlen PQ,, PQ,, PQ, und q,, q,. 9. bestimmt 
ist und weil p in Bezug auf C* und C; dieselbe Poloconik x hat; denn diese 
berührt die Seiten des Dreiseites g,9,9, in den Punkten, welche 0,0,0, von 
den Ecken harmonisch trennen. — Zieht man in diesen Punkten die Tan- 
genten 9,9,9, an C;, so liegt das Dreiseit q,9,9, perspectivisch mit dem Dreiseil 
g,9,9:, weil die Schniltpunkte der Seiten in einer Geraden liegen; d.h. be- 
zeichnet man die Ecken mit AST und RST, so treffen sich AR, SS. TT 
in einem Punkt. — Man kann statt der Curve Ü’ auch die dreiseilige Curve 
(q,9,g,) nehmen und erhält dieselbe C/. Lässt man den Punkt P in eine der 
Ecken dieses Dreiseils, etwa in R rücken, so geht die C; in ein Dreiseit über, 
von welchem g,g, zwei Seiten sind; die dritte Seite ist die Tangente durch 
0, an die Poloconik 7; sie schneide die beiden anderen in © und T; dann 
ist P der Schnittpunkt von SS und TT. — Nimmt man den Schnittpunkt von 
p und RS als P, so geht die C; über in die Seite RS und die Gerade p, 
welche aber doppelt gezählt werden muss, denn jeder Punkt ist der Schnitt- 
punkt von p mit den geraden Polaren zweier Punkte von p. — Wählt man 
einen beliebigen Punkt von RS als P, so geht die ©) über in die Gerade 
RS und in einen Kegelschnitt 8°, welcher x doppelt berührt und durch die 
Punkte 0,0, geht. Die Tangenten in Q,Q, an &’ mögen sich in T schneiden 
und die Gerade TT die Seite RS in p treffen, so erhalten wir für alle Punkte 
P... auf RS eine projectivische Reihe 9.... Beide Reihen haben drei Paare 
von entsprechenden Punkten gemeinschaftlich, nämlich R, S und den Schnitt- 
punkt (RS,p), also fällt jeder Punkt P mit seinem entsprechenden zusammen. — 

Wir nehmen nun wieder P als einen beliebigen Punkt der Ebene, 
lassen ihn aber eine Gerade g durchlaufen, welche die Seiten q,g,g; des Drei- 
seits in R’S’T' schneiden mag. Jedem Punkt P entspricht eine Curve C, und 
ein Tangentendreiseit q,9,9, mit den Ecken RST. Das Büschel Q,(g.9.:..), 
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0.(99,...) und Q,(q,9,...) sind in projectivischer Beziehung, sodass also alle 
Punkte AR.... SS..., TT.... je auf einem Kegelschnitt o, o, r liegen. 
Ferner sind die Büschel T(T...), S(©...),. R(R...) in projectivischer Be- 
ziehung und erzeugen einen Kegelschnitt z, da je drei entsprechende Strahlen 
RR, SS, TT sich in einem Punkt P schneiden. Fällt P mit einem der drei 
Punkte R’S'’T' zusammen, so fällt der ihm entsprechende Punkt P mit ihm 
zusammen, daher muss der Kegelschnitt # in ein Geradenpaar zerfallen, von 
welchem y ein Theil ist, und wie vorhin schliessen wir, dass jeder Punkt Y 
mit seinem entsprechenden P zusammenfällt. dass also für einen beliebigen 
Punkt P das Tangentendreiseit q,9,9, mit dem Dreiseit g,9,g, perspectivisch 
liegt und P zum perspectivischen Centrum hat. 

Noch auf einen speciellen Fall möge aufmerksam gemacht werden. 
Ist nämlich P der Pol von p in Bezug auf das Tangentendreiseit q,9,q,, So 
hat die ihm entsprechende Curve €; die drei Punkte Q,0,0, zu Wendepunkten. 

Wenn p ins Unendliche rückt, so erhält man den Satz (dieses Journal 
Bd. 47, pag. 84): 

11. Der Ort der Schwerpunkte auf den Strahlen eines Büschels P 
ist eine Curve C; dritter Ordnung mit dem Doppelpunkt P, welche mit der 
Curve © parallele Asymptoten hat. Die Asymptotendreiecke sind ähnlich und 
ähnlich liegend, haben P zum perspectieischen Centrum und ihre Dimensionen 
verhalten sich wie 1:3. Alle Curcen C; haben daher congruente Asymptoten- 
dreiseite, welchen Polen P sie auch entsprechen mögen. 

Unter den Curven dritter Ordnung, welche g,9,9, in 0,0,0, berühren. 
giebt es eine C;, die in P einen Doppelpunkt hat. Die conische Polare von 
P bezüglich derselben ist das Doppelpunktstangentenpaar p,p;; es schneide p 
in P,P,, dann sind die geraden Polaren von P,P,; bezüglich &; die Doppel- 
punktstangenten p,p>; diese sind aber auch die Doppelpunktstangenten der 
dem Punkte P entsprechenden Curve C}, also haben C; und ©; dieselben Tan- 
genten des Doppelpunkts und ihre Zweige berühren sich in demselben. 

Die dem Punkt P entsprechende Curve C} schneidet C° in den drei 
Punkten 0,0,Q, und daher noch in sechs andern, die auf einem Kegelschnit! 
K° liegen. — Wenn P auf C selbst liegt, so hat C} in P mit C° zwei Punkte 
gemein, weil P der Doppelpunkt von C; ist, deshalb muss K° die C° in P 
berühren. Die Poloconik ı von g bezüglich C* hat mit dieser Curve zwölf 
gemeinschaftliche Tangenten; einen der Berührungspunkte auf C° wollen wir 
als P annehmen. Schneidet dann die conische Polare von P die Gerade 9 
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in zwei Punkten P,P,, so sind deren gerade Polaren p,p; die Doppelpunkts- 
tangenten der dem Punkt P entsprechenden C,;, eine von ihnen ist aber die 
Tangente in P selbst, also haben C* und C; in P eine dreifache Berührung. — 
Ist P irgend ein Punkt von p, so zerfällt die entsprechende ©, in die Gerade 
p, welche doppelt zu zählen ist, und in die gerade Polare des Punktes P. 
Im Allgemeinen lassen sich durch den Punkt P sechs Transversalen ziehen, 
welche p in solchen Punkten schneiden, dass deren gerade Polaren die Trans- 
versalen, auf welchen die Punkte liegen, auf C* selbst und zwar in den 
Schnittpunkten von C* und dem Kegelschnitt K° treffen. Liegt aber P auf 
p, so giebt es nur drei solche Transversalen, welche P mit den Schnittpunkten 
seiner geraden Polare und der Curve C’ verbinden. 

Tritt die besondere Curve G; an Stelle von EC’, so dass also P der 
gemeinschaftliche Doppelpunkt von C; und G; ist und beide Curven in ihm 
dieselben Tangenten haben und sich in den drei Punkten 0,0,0, schneiden, 
so vereinigen sich die übrigen sechs Schnittpunkte im Pol P, und der ihm ent- 
sprechende Kegelschnitt zerfällt in das Paar der Doppelpunkistangenten. 

Der Wortlaut der gefundenen Sätze ist für den Fall, dass p mit der 
unendlich entfernten Geraden zusammenfällt (dieses Journal Bd. 47, p. SI 11V): 

12. Durch jeden Punkt P gehen sechs Transversalen, deren Schwer- 
punkte in der Basis C’ liegen und die Schnittpunkte von C’ mit einem be- 
stimmten Kegelschnitt K’ sind. Liegt P auf CO’, so wird diese Curce in P ron 
K’ berührt; die Berührung wird dreipunktig, wenn P einer der Berührungs- 
punkte der 12 Tangenten ist, welche C’ und die Poloconik E, von g, gemein 
haben. Liegt P auf g,, so giebt es nur drei solche Transversalen, die anderen 
drei fallen mit g, zusammen. 

Bewegt sich der Punkt P auf einer Geraden /, so haben alle ihm eni- 
sprechenden Curven C, die drei Punkte Q,0,0, gemein, ferner den Punkt Z, 
in welchem / von der geraden Polare des Schnitipunkts (p,/) gelroffen wird: 
sie berühren ausserdem in drei Punkten die Poloconik = von p. — Wie 
viele aus der Schaar dieser Curven gehen durch einen Punkt 9? Die co- 
nische Polare von '® schneidet p in zwei Punkten @, und @,. deren gerade 
Polaren durch P gehen. Sind P, und P, die Schnittpunkte von / mit P@, 
und P@,, so gehen die den Punkten P, und P, entsprechenden Curven €; durch 
den Punkt 9. Es gehen also durch jeden Punkt ® zwei Curven der Schaar 
S(C}), und daher wird irgend eine Gerade von vier dieser Curven berührt. 

Die Gerade p schneidet C’ in 0,0,0,; die Tangenten g,g,g; in diesen 
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Punkten an €” treffen ! in P,P,P,; dem Strahl g, von P, entspricht die Tan- 
gente q, von zı, also ist q, ein Theil der dem Punkt P, entsprechenden Curve 
C;; der andere Theil ist demnach ein Kegelschnitt, der durch die Punkte 
P,0,Q,L geht. Es giebt also unter der Schaar Curven S(C}) drei, welche 
in eine Gerade und einen Kegelschnitt zerfallen und zugleich mit der Geraden 
die C° in den Schnittpunkten Q,0,0, von C° und p berühren. 

Jede Curve aus der Schaar S(C;) berührt die Poloconik ı von p in 
drei Punkten, die sich auf folgende Art finden lassen. Die Strahlen des 
Büschels P(gg,g....) sind in perspectivischer Lage mit ihren Schnittpunkten 
00Q,0;... auf p und daher in projectivischer Beziehung mit den geraden Po- 
laren q919.... dieser Punkte, welche 7 als Enveloppe haben. Die Berührungs- 
punkte seien BB,B,..., und wenn A ein Punkt von ” ist und man die Strahlen 
AB, Ab,, Ab,;, ... mit bb,b,... bezeichnet, so sind die Büschel P (gg: 9...) 
und A(bb,b,...) in projectivischer Beziehung und erzeugen einen Kegelschnitt 
|AP], welcher rn ausser in A in den drei Punkten schneidet, in denen x von 
der dem Punkt P entsprechenden Curve aus der Schaar S(C}) berührt wird. 
Wenn sich P auf Z ändert, so verändert sich auch der Kegelschnitt [AP], aber 
alle diese Kegelschnitte laufen durch vier feste Punkte, von denen A der erste 
ist. Dem Strahl /, welcher allen Büscheln P... gemeinsam ist, entspricht ein 
bestimmter Strahl von A, durch deren Schnittpunkt: O jeder Kegelschnitt 
[AP]... gehen muss. Wenn die Strahlen bb,5,... die Gerade P noch in 
DB,B,... schneiden, so ist diese Punktreihe in projectivischer Beziehung mit 
der Reihe Q0,0,...; beide Punktreihen haben zwei entsprechende gemein- 
same Punkte MN, in denen sich natürlich auch alle Kegelschnitte [AP]... 
schneiden müssen; also bilden dieselben ein Büschel mit den vier Grund- 
punkten AOMN. Von allen Kegelschnitten des Büschels berühren vier 
den Kegelschnitt 7, und daher giebt es in der Schaar S(C}) auch vier Curven, 
welche mit eine vierpunktige Berührung haben. Also, wenn wir p ins 
Unendliche rücken lassen, erhalten wir den Satz (dieses Journal Bd. 47, 
pag. 85 Ile.): 

13. Wenn sich ein Punkt P auf einer festen Geraden l bewegt, so 
entspricht ihm in jeder Lage eine Curve C;. Jede dieser Curven geht durch 
die drei im Unendlichen liegenden Punkte Q_ von Ü’ und durch den Schwer- 
punkt L von I. Die ganze Schaar Curven S(C;) erfüllt die Ebene der Art, 
dass durch jeden Punkt zwei von ihnen gehen, dass also vier eine gegebene 
Gerade berühren. Jede von ihnen berührt die Poloconik E, von g, in drei 
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Punkten; insbesondere giebt es vier Curven, welche E_ in einem Punkte vier- 
punktig, also ausserdem nur noch in einem Punkt berühren. 

Durch jeden Punkt P von / lassen sich nur zwei Transversalen ziehen, 
welche p in solchen Punkten MN schneiden, dass deren gerade Polaren durch 
P gehen; diese Punkte MN sind die Schnitipunkte der conischen Polaren k 
von P. Diese bilden ein der Punktreihe P... projectivisches Kegelschnitt- 
büschel %... und schneiden p in einer projectivischen Punktinvolution (MN)...; 
daher ist die Enveloppe der Geraden PM, PN eine Curve dritter Classe CO}, 
welche / berührt und p zur Doppeltangente hat. Zwei, Ak”, von den Kegel- 
schnitten k... des Büschels berühren p in MM”; die Pole von 4%" seien 
P'P", dann sind diese Punkte zwei Punkte von C;, weil sich von ihnen ausser 
! nur noch je eine Tangente an diese Curve ziehen lässt, nämlich PM’ und 
P'M". Die Gerade / schneide p in P,, dessen conische Polare 4, die p in 
M,N, schneiden mag, dann fallen P,M, und P,N\, mit p zusammen und M,N, 
sind die Berührungspunkte der Doppeltangente p mit 05. — Die gerade Po- 
lare p, von P, schneide / in P,, dann geht die conische Polare 4, von P, 
durch P, und einen zweiten Punkt Q, von p, also sind P,P, und P,®, die 
einzigen Tangenten, die sich von P, ziehen lassen, und da P,P, mit / zu- 
sammenfällt, so ist P,Q, die einzige Tangente von P, und dieser Punkt folg- 
lich der Berührungspunkt, denn von den drei Tangenten, die sich von jedem 
Punkt an C5 ziehen lassen, fallen zwei mit / zusammen. — C’ wird von p 
in 0,0,0, geschnitten; die Tangenten in diesen Punkten sind g,9,.9,, welche 
ihrerseits / in P,P,P, treffen, deren conische Polaren %,%k,k, durch respective 
0,0,0, gehen, also sind g,q,g, Tangenten von Ü)j. Wenn p in g, übergeht, 
so lautet der erhaltene Satz: | 

14. Der Ort aller Transversalen, deren Schwerpunkte in irgend einer 
gegebenen Geraden ! liegen, ist eine Curve Ü; dritter Classe vierter Ordnung, 
welche qg, zur Doppeltangente hat, die drei Asymptoten der Basis U, sowie 
auch die Gerade I! in ihrem Schwerpunkt berührt und ausserdem in zwei 
Punkten P'P" schneidet, deren conische Polaren g, berühren. Die Berührungs- 
punkte der Doppeltangente g, sind die Schnittpunkte der conischen Polare 
k, des Schnittpunkts P, von l und p mit g,. Dieses Journal Bd. 47, p. 56 Ile. 

Die gerade Polare q eines Punktes Q von p schneide p in AR: die 
conische Polare ge von R triflt p ausser in Q noch in 0’, und die gerade Po- 
lare q’ von Q’ geht auch durch R; es sei r die gerade Polare von R. Es 
werden die Polaren gg'r bei Veränderung von ( auf p von der Poloconik 7 
24* 
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von p eingehüllt, und es ist die Tangenteninvolution (gg’) auf n in projecti- 
vischer Beziehung mit dem Tangentenbüschel r. Der Ort der Schnittpunkte ent- 
sprechender Strahlen ist eine Curve 8; dritter Ordnung vierter Classe. Einer der 
Durchschnittspunkte von C* und p ist Q,; die gerade Polare ist die Tangente g, 
in Q,, und die conische Polare von Q, berührt C* auch in Q, und schneidet p 
noch in Q,, dessen gerade Polare g, durch Q, geht. Da die sich entsprechenden 
Tangenten g, und g, von x zusammenfallen, so berührt 8; den Kegelschnitt 
in den Punkten, in denen er von q,9,9. berührt wird. Weil aber q,, zur ein- 
fachen Tangentenschaar gerechnet, von dem entsprechenden Strahl g, der In- 
volution auf zz in Q, geschnitten wird, so muss 8} durch O, und ebenso durch 
0.0, gehen. 

Die Curven © und &; schneiden sich ausser in 0,0,0, noch in sechs 
Punkten. Denkt man sich also einen variablen Punkt R auf p und zieht von 
ihm die beiden Tangenten gg’ an rn, so geschieht es nur sechs Mal, dass die 
gerade Polare r von R eine dieser Tangenten auf C” schneidet. Diese sechs 
Punkte müssen auf einem Kegelschnitt liegen, denn sie bilden mit 0,0,0, die 
neun Schnittpunkte von 8} und (°. 

Wir nennen den Punkt, in welchem die gerade Polare r von R die 
Poloconik x berührt, R, so sind die Punktreihen (R...) auf p und (R...) auf 
ı in projectivischer Beziehung und die Enveloppe der Geraden RR, ... ist 
eine Curve dritter Classe vierter Ordnung, welche p zur Doppeltangente hat 
und auch die drei Geraden g,g,g. berühren muss, denn dem Punkt Q, von p 
entspricht der Berührungspunkt DO, von g, mit z. 

Wenn p in g, übergeht, so erhalten wir die Sätze: 

15. Der Ort Jler Schwerpunkte aller Durchmesser der Curce Ü ist 
eine Curce &, dritter Ordnung vierter Classe, welche die drei Punkte Q_ von 
C" zu einfachen Punkten hat und die Poloconik E, von g, in den drei Punkten 
berührt, in denen diese von den drei Asymptoten berührt wird. — Die Curve 
©’ hat im Allgemeinen sechs solche Durchmesser, deren Schwerpunkte in ihr 
selbst, aber nicht im Unendlichen liegen, und diese sechs Schwerpunkte liegen 
auf einem Kegelschnitt. 

Wird durch denjenigen Punkt R, in welchem jeder Durchmesser die 
Poloconik E, berührt, die dem Durchmesser conjugirte Transversale RR ge- 
zogen, so ist ihr Ort eine Curve dritter Classe vierter Ordnung, welche die 
Gerade g, zur Doppeltangente hat, die drei Asymptoten von C’ und die Polo- 
conik E, in drei Punkten berührt. (Dieses Journal, Bd. 47, pag. 89 VI.) 
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Auf © sei P ein beliebiger Punkt, 99,9... beliebige durch ihn gelegte 
Linien. welche C?® noch in OR, Q,R,. Q:R,, ... schneiden und eine be- 
liebige Gerade /! in LL,L... treffen. Wir suchen den Ort der Punkte, welche 
OR von L, Q,R, von L,, ... harmonisch trennen. Alle Punktpaare OR, 
Q,R,, ... haben denselben Tripelpunkt P, den conjugirten Punkt zu P, wenn 
wir C° als Tripeleurve betrachten. Legt man durch die Tripel ORY, OQ,R,W, 
Q,R; 9, ... und irgend ein anderes Tripel TUV von ©’ Kegelschnitte AA, 3...., 


so bilden diese ein Büschel, welches zur Punktreihe LL,2,... und daher auch 
zum Büschel P(gg,g;...) in projectivischer Beziehung steht. Die Polaren von 


LL,L,... bezüglich A4,4,... umhüllen einen Kegelschnitt und sind in pro- 
jectivischer Beziehung zum Büschel P(gg\g....); der Ort der Schnittpunkte 
homologer Strahlen des Büschels der Polaren von LL,L,... und des Strahlen- 


büschels P(gg,.g...) ist eine Curve K; dritter Ordnung mit dem Doppelpunkt 
P; sie trennt OR, O,R,. .... von L, L,, ... harmonisch und ist also der ge- 
suchte Ort. Wenn / in g, übergeht, so werden die Punkte, welche OR, ... 
von L... harmonisch trennen, die Halbirungspunkte der Strecken OR, .... 
Ist weiter Q’ der Halbirungspunkt von PO, R’ von PR, Q, von PQO,, R, von 
PR,. ... so sind die Geraden O0, und 0'’Q,, RR, und R’'R,, ... einander 
parallel und daher ist der Ort der Punkte O’R’Q,R,... eine Curve K’ dritter 
Ordnung, welche der Curve €’ ähnlich ist, mit ihr ähnlich liegt und sie in 
P berührt. Der Punkt P ist der Aehnlichkeitspunkt und die Dimensionen 
der Curven K° und € stehen im Verhältniss 1:2. Die drei Punkte Q_ von 
von C° müssen auch Punkte von K’ sein, denn Q_ ist gleichzeitig der Hal- 
birungspunkt von PQ_; daher haben die beiden Curven parallele Asymptoten; 
die Asymptotendreiseite liegen perspectivisch und haben P als Schnittpunkt 
der Verbindungslinien entsprechender Ecken. Fallen zwei Punkte OR in 
einen () zusammen, so fallen auch O’R’ in 0’ zusammen, die Curven AK’ und 
C° haben also auch dieselben Tangenten. 

Die eben erhaltenen Resultate ergeben sich auch als unmittelbare Fol- 
gerung aus einer etwas allgemeineren Betrachtung. wenn nämlich der Punkt 
P nicht auf C’ lieg. Um P drehe sich eine Transversale g,. welche eine 
Gerade / in Z,, schneidet; welches ist der Ort der Punkte, die auf g, den 
Punkt Z, von der Curve C° harmonisch trennen? Alle Punkte. welche Z, 
von C® harmonisch trennen, liegen nach 1. auf einer Curve dritter Ordnung 
C}; alle Curven C}..., die den Punkten Z, von / entsprechen, bilden nach 2. 
eine Curvenreihe vom Index drei. Da jeder Geraden g, ein Punkt Z, und 
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jedem Punkt Z, eine Curve C, entspricht, so ist das Strahlenbüschel ? (g....) 
in projectivischer Beziehung mit der Curvenreihe C}.... Der Ort der Schnitt- 
punkte homologer Elemente ist eine Curve @’ der sechsten Ordnung, die P 
zu einem dreifachen Punkt hat, weil in ihm drei Strahlen g, von ihren ent- 
sprechenden Curven getroffen werden. — Die Gerade / schneide C’ in L,L,L,; 
die drei diesen Punkten entsprechenden Curven aus der Reihe C}, nämlich 
C;C}C}, zerfallen in die Tangenten qrs in diesen Punkten an C° und in die 
conischen Polaren 2059 dieser Punkte. Die Curve C? besteht also aus o und 
s, die sich in Z, berühren; die dem Strahl PL, entsprechende Curve (0, s) 
schneidet also PZ, in Z,, und daher geht C” durch Z, und ebenso durch Z, Z,. 

Ausser den drei Punkten Z,L,L, kann C® mit / keinen Punkt gemein- 
sam haben, denn wäre Z, ein solcher Punkt, so müsste die Gerade PL, die 
Curve ©’ in XYZ schneiden, und es müsste XY durch Z, und / harmonisch 
geirennt werden. Da L, auf / liegt, so muss auch einer der Punkte XY, 
etwa X, mit L, zusammenfallen, d. h. ZL, ist einer der drei Schnittpunkte 
L,L,L, von ! und C’. Daher hat C° nur die drei Schnittpunkte Z,L,Z, mit / 
gemeinsam und berührt in ihnen sich selbst. 

Wenn wir ! in g, übergehen lassen, so erhalten wir die Sätze in 
diesem Journal, Bd. 47, pag. 94 llla.: 

16. Wird eine Transversale g um einen in ihr beliebig gewählten 
Punkt P herumbewegt, so beschreiben die drei Mitten der auf ihr von U’ ab- 
geschnittenen Sehnen eine Curve C" der sechsten Ordnung, welche den Pol P 
zum dreifachen Punkt hat, so wie ferner in jedem der drei Punkte L, von 
C° sich selbst berührt, so dass sie nur drei Asymptoten a, hat, aber jede der- 
selben doppelt zu zählen ist. — Liegt P insbesondere auf C’, so zerfällt C' 
in zwei Theile K’ und K}. Die Curve K° ist der Basis C? ähnlich und mit ihr 
ähnlich liegend und berührt sie in P, der ihr Aehnlichkeitspunkt ist. Ihre ent- 
sprechenden Dimensionen verhalten sich, wıe 1:2; die Asymptotendreiseite 
sind ähnlich und ähnlich liegend und haben P zum Aehnlichkeitspunkt. Die 
Curve K; hat P zum Doppelpunkt und mit K’ dieselben Asymptoten. 

Durch P ziehe man zwei Transversalen g,9., welche Zin Z,L,, C° in 
Q,R,S, und Q,R,S, schneiden; ist T, von ZL, durch Q,R, und T, von L, 
durch Q;R, harmonisch getrennt, so giebt es einen Kegelschnitt X, welcher 
die sechs Geraden 9,9%, /, Q,Q;:, R,R,, T,T, berührt. Rückt nun Z, unend- 
lich nahe an L,,. so rücken auch Q,R,T, unendlich nahe an Q,R,T,; dabei be- 
rührt der Kegelschnitt X die Geraden g, und g, in zwei leicht bestimmbaren 
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Punkten, die den Punkten P in der durch die Punkte Z7,T,Q,R, und L,T,Q,R, 
bestimmten projectivischen Beziehung entsprechen. Der Kegelschnitt K_ ist 
aber bestimmt durch die Tangenten /, 9,9%, Q,0,, R,R, und im Grenzfall 
durch /, g,, die Tangenten g, und r, in Q, und AR, an Ü* und den Berührungs- 
punkt auf g,; die Tangente von T, an diesen Kegelschnitt ist zugleich die 
Tangente in T, an 0. 

Wenn / in g, übergeht, so werden die Kegelschnitte K, welche g,, 
ı, rı und g, berühren, die dem Dreiseit (g,qır,) eingeschriebenen Parabeln. 
Jedem Strahl p durch P entspricht eine bestimmte Parabel der Schaar, welche 
p berührt. Ihr Berührungspunkt g, mag B sein; zieht man durch die Ecken 
des Dreiseits (g,gqır,) drei den Seiten parallele Gerade, so bilden diese ein 
neues Dreiseit, und durch die Ecken desselben gehen alle Berührungssehnen 
der Parabelschaar. Die durch die Endpunkte von g, parallel zu g, und r, 
gezogenen Geraden mögen sich in @ treffen, dann ist @B eine Berührungs- 
sehne. Dreht sich p um P, so entspricht jedem Strahl p eine Berührungs- 
sehne und umgekehrt, also sind die Strahlenbüschel P(p...) und @(B...) in 
projectivischer Beziehung. Dem Strahl g, des Büschels P entspricht im Büschel 
@ ein bestimmter Strahl, der g, in ? schneidet. Zieht man an die Parabel 
der Schaar, welche g, in # berührt, von T, aus eine Tangente, so ist diese 
auch Tangente an C° im Punkt T,. Auf diese Art lässt sich also in einem 
Punkt von C® die Tangente construiren. 

Von P lassen sich an C* sechs Tangenten ziehen, abedef, welche C’ 
in ABCDEF berühren und noch in A’B'ÜD'’E'F schneiden. Die Punkte, 
welche AA’, BB’, CC’, DD’, EE’, FF' von ! harmonisch trennen, seien 
ABEDERT; in ihnen werden die Geraden abedef von der Curve (" berührt, 
letztere geht auch durch die sechs Punkte ABCDEF. Ausser in diesen sechs 
Punkten schneiden sich die Curven ©° und EC’ noch in zwölf Punkten; drei 
von diesen sind die Schnittpunkte Z,Z,L, von Z! und C?, doch muss jeder von 
ihnen doppelt gerechnet werden, da ©” sich in ihnen selbst berührt; es bleiben 
daher nur noch sechs übrig, @HIKLM, und diese müssen auf einem Kegel- 
schnitt liegen. Zieht man P@ und nennt die Schnittpunkte von Ü° mit dieser 
Geraden @, und @,, so sind @, und G@, durch @ und / harmonisch getrennt. 

Wir wählen jetzt P auf der Tangente q in L, an ©’, so lassen sich 
ausser q von P noch fünf Tangenten bedef an U’ ziehen. Da y eine Tan- 
gente von C® sein muss und diese Curve durch Z, geht, so ist Z, der Be- 
rührungspunkt von q und C°. Der Punkt Z, ist aber als Schnitipunkt von 
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C’ und C” fünffach zu zählen, denn erstens schneidet jede Curve C” die O’ 
in L,, dann als Berührungspunkt von q und C° doppelt und drittens noch 
doppelt, weil C” sich in ihm selbst berührt. Von den 18 Schnittpunkten der 
Curven C” und € liegen also fünf in Z,, zwei in /,, zwei in L,, fünf in den 
Berührungspunkten BCDEF der Tangenten bedef an CO’; es bleiben daher nur 
noch vier übrig, und daher lassen sich von P nur vier solche Gerade ziehen, 
dass zwei Schnittpunkte einer derselben mit C° durch den dritten und / har- 
monisch getheilt werden, und dies gilt von jedem Punkt einer der drei Tan- 
genten qrs in L,L,L, an C°. Wir haben also das Resultat: 

17. Von einem Punkt P lassen sich durch eine C° sechs solche Trans- 
versalen s ziehen, dass zwei ihrer Schnittpunkte mit CO’ durch den dritten und 
eine feste Gerade ! harmonisch getheilt werden. Liegt P auf einer der drei 
Tangenten grs in den Schnittpunkten von l und ÜC’ an C’, so lassen sich von 

‚ihm nur vier Transversalen s ziehen. Daher werden alle Transversalen s, 
welche durch C’ und Il harmonisch getheilt werden, von einer Curve C, der 
sechsten Classe eingehüllt, welche die Tangenten qrs zu Doppeltangenten hat. 
Dabei liegen die sechs Punkte auf den sechs von einem Punkt P an C, zu 
ziehenden Tangenten, welche zu ihren Schnittpunkten mit | die zugeordneten 
harmonischen sind, auf einem Kegelschnitt. — Die Gerade | ist eine dreifache 
Tangente von C,. 

Die letzte Behauptung ergiebt sich einfach, wenn wir den Punkt / auf 
! annehmen. Sind nämlich L,Z,L, die drei Schnittipunkte von / und C° und 
werden Z/,L, durch Z,L,, L.L, durch Z,Z,, L,L, durch Z,L, harmonisch ge- 
trennt, so ist jede der drei Geraden Z,L,, L,L,, L.L, eine Tangente durch ? 
an C,, und da jede mit / zusammenfällt, so ist / eine dreifache Tangente, und 
von jedem ihrer Punkte P lassen sich daher nur drei Tangenten an C, ziehen. 
Dieses ergiebt sich auch direct. Alle Punkte, welche P von C° harmonisch 
trennen, liegen nach 1. auf einer Curve CO). Diese schneidet C° ausser in 
den Berührungspunkten der von P an Ü? gezogenen Tangenten noch in drei 
Punkten einer Geraden; ist @ einer dieser Punkte und trifft PG die C° noch 
in G,@,. so sind @,@, durch P und @ harmonisch getrennt. Solcher Linien 
giebt es durch P nur drei und daher lassen sich von einem Punkt P_ auf / 
nur drei Tangenten an C, ziehen, und die drei Punkte auf ihnen, welche C' 

von P harmonisch trennen, liegen auf einer Geraden. 

Alle Punkte, welche ZL, von C’ harmonisch trennen, liegen auf einem 

Kegelschnitt, der conischen Polare von Z,, und auf der Tangente q in Z,; 
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von L, lässt sich daher nur eine Tangente q an C, ziehen, L, ist ihr Be- 
rührungspunkt, und in ihm berühren sich C° und (,. Die drei Tangenten, die 
sich von jedem Punkt von / an C, ziehen lassen, fallen also mit der Tan- 
gente q in Z, zusammen, und diese ist eine Doppeltangente von (,. 

Nennen wir A die Poloconik von / und suchen die zwölf gemein- 
schaftlichen Tangenten derselben und der Curve C’. Drei von ihnen sind die 
Tangenten grs, welche A und C’ in Z,ZL,L, berühren. Die anderen neun sind 
die geraden Polaren p,... von neun Punkten P,... auf /; p, berühre C* in 
Q,. dann ist p, auch die gerade Polare von Q,. Die Schnittpunkte von P,Q, 
und C° seien noch AR,S,, dann müssen P,Q, durch R,S, harmonisch getrennt 
werden, denn die conische Polare von Q, muss durch P, gehen, weil Q, auf 
der geraden Polare von P, liegt. Die Tangente p, trifft C° in Q, eigentlich in 
den unendlich benachbarten Punkten Q, und Q,, und wenn die Gerade P,0Q, die 
C° noch in A,S, trifft, so werden auch AR,S, durch P,Q, harmonisch getrennt, 
daher fallen von den Tangenten, die sich von P, an C, ziehen lassen, zwei 
in die Gerade P,Q, zusammen, es lassen sich daher von P, statt drei nur 
zwei Tangenten, ausser der dreifachen Tangente /, an C, ziehen; deshalb 
liegen die neun Punkte P,... auf C,. Letztere schneidet also / in den neun 
Punkten P,..., und weil auf P,Q, zwei Tangenten zusammenfallen, so ist P, 
der Berührungspunkt von P,Q, mit C,;,. Ausser den neun Punkten P,... hat 
C, mit Z noch die drei Punkte Z/,Z,.L, gemein. Im Punkt Z, sind auf g eigent- 
lich zwei Punkte /,, und Z,, vereinigt, und die Geraden Z,Z, und Z,Z,, trefien 
C’ in Z,L,, und ZL,L,, die auf r und s einander unendlich benachbart sind. 
Der Ort der Punkte, welche Z, von C* harmonisch trennen, ist eine Curve 
dritter Ordnung, welche durch die sechs Berührungspunkte der Tangenten geht, 
die sich von Z, an C* ziehen lassen, und daher diese Curve noch in drei 
Punkten einer Geraden schneidet, und diese muss die Gerade Z, /,,, also die 
Tangente q sein. Daher lässt sich von Z, nur noch eine Tangente an C, 
ausser / ziehen, und daraus lässt sich schliessen, dass / die C, im Punkt Z, 
berührt. Die beiden anderen Berührungspunkte von / und C, sind L,L.. 

Zu den neun Punkten P,... und den drei Punkten Z,L,L,, in denen 
! von C, geschnitten wird, kommen noch die doppelt zu zählenden Berührungs- 
punkte ZL,L,L,; also hat / im Ganzen 18 Punkte mit C, gemein, und wir können 
schliessen, dass C, von der achtzehnten Ordnung ist. 

Die Gerade p, schneide die Tangente in R, an C* im Punkt 'P,, und 
da p, die gerade Polare von P, sowohl, wie von Q, ist, so muss die conische 
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Polare n, von 9, durch die drei Punkte P,Q,R, gehen. Weil aber diese 
in einer Geraden liegen, so zerfällt , in ein Geradenpaar, dessen einer Theil 
P,0, ist, und weil diese Gerade P,Q, auch durch S, geht, so muss P,S, auch 
eine Tangente in S, an C* sein. Die drei Tangenten in Q,R,S, an C? schneiden 
sich also in einem Punkt ®,. Dieser ist aber ein Punkt der Hesseschen Curve 
H’ von Ü?, weil seine conische Polare in zwei Gerade zerfällt. Daher treffen 
die neun Tangenten P,Q,, ... in den Punkten P,... die C? in drei Punkten 
Q,R,S, von der Eigenschaft, dass die Tangenten in diesen an C° sich in einem 
Punkt ®, der Hesseschen Curve H* schneiden. Es giebt also in einer Curve 
C* dritter Ordnung im Allgemeinen neun solche Transversalen £,, bei welchen 
von den drei Schnitten der eine Q, die anderen beiden R,S, harmonisch von 
einer bestimmten Geraden / trennt und wobei die zugehörigen drei Tangenten 
in Q,R,S, sich in einem Punkt ‘B, der Hesseschen Curve schneiden und wo 
zudem die Tangente p, in Q, zugleich die gerade Polare des Schnittpunkts 
P, von Q,R,S, mit Z ist. Aendert sich Z! in 7!”..., so gehören zu jeder Ge- 
raden neun Punkte ®,...Py..., welche die ganze Hessesche Curve erfüllen. 
Die Geraden #,...t,...t, werden von einer Curve dritter Classe €, eingehüllt, 
welche die Cayleysche Curve von C? heisst. 

Da die harmonische Polarcurve ©; von P, in Bezug auf (? diese 
letztere in ihren neun Schnittpunkten mit der conischen und geraden Polare 
von P, trifft, da ferner die gerade Polare p, von P, die Curve C’ in Q, be- 
rührt, so muss auch C,) die C* in Q, berühren. Diese Eigenschaft haben die 
harmonischen Polarcurven aller neun Punkte P und ausserdem noch die har- 
monischen Polarcurven der drei Punkte Z,L;.L,, welche qrs in den Punkten 
L,1..L, berühren, und schliesslich noch die harmonischen Polarcurven der Punkte 
L,L,.L, selbst, weil für diese Punkte jene Curven in die conische und gerade 
Polare dieses Punktes zerfallen. Es giebt also auf jeder Geraden /! zwölf 
Punkte Z von der Eigenschaft, dass die harmonischen Polarcurven Z’ der- 
selben die Curve C* berühren. Die gemeinschaftliche Tangente in diesem 
Punkt an C* und Z° ist zugleich Tangente der Poloconik A von I. 

Es sei W einer der neun Wendepunkte von C°, wo seine Wendetan- 
gente und 8 deren Schnittpunkt mit Z. Die gerade Polare von W muss 
durch W gehen, also ist © auch eine Tangente von C, und ihr Berührungs- 
punkt muss W sein, denn denken wir uns in W die drei Punkte W’W'W" 


vereinigt, so werden je zwei von ihnen durch den dritten und / harmonisch 
getrennt. 
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Das letzte Resultat lässt sich auch auf folgende Art erhalten. Ist x 
eine variable Transversale durch W, so ist der Ort der Punkte, welche auf 
ihr die Curve C° harmonisch von / trennen, eine Curve W° sechster Ordnung. 
Da W auf C° liegt und ein Wendepunkt ist, so liegen die Schnittpunkte von 
je drei Transversalen durch W mit C* auf einem Kegelschnitt ©°. Betrachten 
wir diesen und die Gerade / als eine Curve dritter Ordnung, so besteht die 
harmonische Polarcurve von W bezüglich derselben aus einer Curve dritter 
Ordnung, welche in die Polare W’ von W bezüglich C° und einen Kegel- 
schnitt W” zerfällt; beide Theile gehören zur Curve W’, und diese zerfällt 
daher in eine Gerade W’, die harmonische Polare des Wendepunkts W, in 
einen Kegelschnitt W° und in eine Curve dritter Ordnung W°. Letztere 
schneidet / in drei Punkten, deren Verbindungslinien mit W die drei Tan- 
genten sind, die sich ausser w noch von W an (, ziehen lassen. Daher ist 
W der Berührungspunkt von ®» mit C,;. und in ihm berühren sich auch die 
Curven CO’ und (C,;. Diese berühren sich also in ihren neun Wendepunkten. 
Jede derselben ist als gemeinschaftliche Tangente von C° und (, dreifach zu 
rechnen, und ebenso sind die drei gemeinschaltlichen Tangenten grs dreifach 
zu rechnen, so dass also die Curven EC’ und Ü” nur die neun Wendetangenten 
und die drei Tangenten grs in den Schnittpunkten von ! und ©’ gemein haben. 
Beide Curven berühren sich in diesen drei Schnittpunkten und in den neun 
Wendepunkten von (°. 

Die erhaltenen Resultate wollen wir für den Fall zusammenfassen, 
dass ! in g, übergeht. Wir erhalten dann die Sätze im 47. Bande dieses 
Journals pag. 37—40. In dem Falie aber, dass / in g, übergeht, wird jede 
Tangente von C, ein Theil der inneren Polare eines Punktes von © (cf. 8). — 
Ist ein Punkt D, Schnittpunkt von C’ und der Poloconik E, von g,. so lässt 
sich durch ihn nur eine solche Sehne, d,, ziehen, welche in D, halbirt wird, 
und daher berührt die der Geraden g, entsprechende Curve C, die Sehne d, 
in D, und schneidet in ihm die Basis C°. 

18. 1. Alle Sehnen, in welche die innere Polare I’ zerfällt, wenn 
der Pol P auf der Basis C’ liegt, oder, alle solche Sehnen, deren Mitten in 
der Basis selbst liegen, berühren eine Curve sechster Classe und achtzehnter 
Ordnung, C;. 

II. Die Curve C, berührt die Basis C° in ihren neun Wendepunkten 
W, so wie in ihren drei unendlich entfernten Punkten, so dass sie also die 
drei Asymptoten mit ihr gemein hat; aber die C, berührt jede der drei 
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tangenten hat. — Die Curve C, berührt in D, die eben genannten sechs Sehnen 
d, und schneidet somit in den sechs Punkten D, die- Basis. 

III. Die Curve C, hat ferner die Gerade g, zur dreifachen Tangente. 
Die Berührungspunkte auf g, findet man, wenn man durch irgend einen Punkt 
drei Parallelen abe zu den Asymptoten der Basis zieht und die drei Strahlen 
a'b'’c' bestimmt, welche a von be, b von ac, c von ab harmonisch trennen und 
diese bis zum Durchschnitt mit g, verlängert. Die Curve C, schneidet g, noch 
in neun anderen Punkten P,, und diese sind dadurch bestimmt, dass die zuge- 
hörigen Tangenten oder Asymptoten, 1,, der Curece durch diejenigen Punkte 
P, der Basis C’ gehen, in welchen letztere von einzelnen ihrer Durchmesser 
berührt wird, und dass dieselben die diesen Durchmessern conjugirte Richtung 
haben. — Dabei sind die neun Geraden P,Q, Tangenten der Cayleyschen 
Curve G; von C’, und wenn R,S, die Schnittpunkte von P,Q, mit C’ sind, so 
treffen sich die Tangenten in Q,R,S, an C’ in einem Punkt der Hesseschen 
Curve H’ von C’. — In einer Curve C° dritter Ordnung giebt es im Allge- 
meinen neun solche Tangenten ihrer Cayleyschen Curve H’, dass von ihren drei 
Schnitten mit C’ der eine in der Mitte der beiden anderen liegt und dass die 
Tangente im letzteren ein Durchmesser der Curve Ü ist und mit den beiden 
Tangenten in den beiden anderen Schnittpunkten sich in einem Punkt von 
H’ schneidet. — 

IV. Durch jeden beliebigen Punkt P gehen im Allgemeinen sechs 
Sehnen s von der Beschaffenheit, dass von ihren drei Schnitten mit 0’ der 
eine die Entfernung der anderen halbirt, und die sechs Halbirungspunkte liegen 
auf einem Kegelschnitt. Liegt P in der Basis U’, so wird diese in demselben 
von dem Kegelschnitt berührt. Da g, eine dreifache Tangente von s, ist, so 
sind von den Tangenten von s, nur je drei und drei parallel. Betrachtet man 
sie als Sehnen s, so sind ihre Mitten die drei Endpunkte des ihrer Richtung 
conjugirten Durchmessers der Basis C’ und auch umgekehrt. 

Die beiden Curven C° und C, schneiden sich in 3.18 oder 54 Punkten; 
von diesen kennen wir die sechs Punkte D, und die zwölf Berührungspunkte 
derselben, nämlich die neun Wendepunkte und die drei im Unendlichen lie- 
genden Punkte von C’, also 30 Punkte. Ist A, einer der übrigen Schnitt- 
punkte, so trifft die Tangente in ihm an C, die C® noch in den Punkten B 
und A, so dass B die Mitte von AA, ist. Nach dem Satz 16. liegt B auf 
einer Curve K°, welche C° ähnlich ist, mit ihr ähnlich liegt und deren ent- 
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sprechende Dimensionen sich wie 1:2 verhalten, so dass also die Tangenten 
in A und B einander parallel sind. Diese 24 Sehnen AA, sollen mit s, be- 
zeichnet werden. 

Von den zwölf gemeinschaftlichen Tangenten der Poloconik E, von g, 
und der Curve C, fallen sechs mit den Asymptoten von Ü? zusammen, da 
jede doppelt zu zählen ist. Die übrigen sechs sind also solche Durchmesser 
von CO’, deren Schwerpunkte oder, die Durchmesser als Sehnen betrachtet, 
deren Mitten auf C° liegen. Durch diese sechs Mitten lässt sich aber nach 
15. ein Kegelschnitt legen. 

Hiermit erledigen sich die beiden Sätze 3. und 4. auf pag. 38 und 39 
des 47. Bandes dieses Journals. 

Es bleibt noch übrig, auf einer Tangente von C, den Berührungspunkt 
zu bestimmen. Zwei Tangenten ABA, und A’B’A, mögen sich in $ schneiden, 
es ist B die Mitte von AA, und B’ die Mitte von A’A,. Die Geraden AA’ 
oder a, A, A, oder a,, BB’ oder b mögen sich in PQQ, schneiden, so dass 
P der Schnittpunkt (aa,), Q der Schnittpunkt (ab) und Q, der Schnittpunkt 
(a,b) ist. Auf «a und a, nehme man die Punkte B und ®, so, dass P und 
P, die Mitten der Strecken PB und P’%, sind. ziehe sodann die Geraden 
AS, und A,®, die sich in AR, ferner A’'P, und A,Y, die sich in R’ schneiden 
mögen, und endlich PR, welche AA, in ©, und PR’, welche A’A, in & trifft. 
Die Gerade PP, trifft AA, in S, und A’A, in ©,, dann sind die Punkte 
AA,S,S und 4'A,S,&' je vier harmonische Punkte. Sollen die Punkte © 
und & mit S zusammenfallen. so hat man die beiden harmonischen Büschel 
P(AA,S,S) und P(4'A/&\S) und die beiden anderen B(AA,S,S) und 
B(A'A,S;S),. und daher müssen die beiden Punkte S, und ©, sowohl mit P 
als mit PB in gerader Linie liegen, und da sie auf der Geraden PB im All- 
gemeinen nicht liegen, müssen sie in einen Punkt zusammenfallen, und daher 
müssen auch AA, und A’A, zusammenfallen, und die Geraden aba, werden 
Tangenten in ABA, an C’ und S, als Schnittpunkt unendlich nahe liegender 
Tangenten von C, betrachtet, der Berührungspunkt von C, und AA,. — 

Somit ist die von Steiner gegebene Construction des Berührungspunkts 
einer jeden Tangente von C, erwiesen. 

Durch einen Punkt P lassen sich drei solche Sehnen ziehen. dass P 
ihre Mitte ist; ihre Endpunkte liegen auf einem Kegelschnitt /’, der inneren 
Polare von P, und daher schneiden diese drei Sehnen C° noch in drei Punkten 
II,I,, einer Geraden r. Welches wird der Ort des Pols P sein, wenn die 
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ihm entsprechenden Geraden r durch einen bestimmten Punkt / von C? gehen 
sollen? Ist x eine variable Transversale durch /, welche C° in X,X,, 
schneidet, / die Mitte von 2%; so liegen alle Punkte / nach 16. auf einer 
Curve dritter Ordnung vierter Classe, welche / zum Doppelpunkt hat und 
mit K} bezeichnet werden soll. Ebenso ist der Ort aller Pole. deren ent- 
sprechende Gerade r durch einen Punkt /, von C” gehen, eine Curve K?, 
welche /, zum Doppelpunkt hat. Beide Curven schneiden sich in den drei 
unendlich entfernten Punkten von C° und daher noch in sechs Punkten P, die 
auf einem Kegelschnitt liegen. 

Die äussere (conische) und innere Polare A’ und /” schneiden sich in 
zwei Punkten von g,, die Q_ und AR, heissen mögen, und nach 7. in zwei 
Punkten der dem Punkt P entsprechenden Geraden r. Der Schnittpunkt von 
r und g, sei P,. Da die Geraden PQ, und PR, Tangenten von Pan 7 
sind, so ist g, die Polare von P bezüglich 2’, daher muss die Polare von 
P_ bezüglich I” durch P gehen, und da P_ eine Ecke des den Kegelschnitten 
A’ und I” gemeinschaftlichen Polardreiecks ist, so hat P bezüglich beider 
Kegelschnitte dieselbe Polare, und diese muss durch P gehen, also muss auch 
umgekehrt die Polare von P bezüglich A’ durch P_ gehen, d.h. parallel 
zu r sein. 

Ist P einer der sechs Punkte, welchen dieselbe Gerade r entspricht. 
so müssen, wie eben erwiesen, die Polaren von P° bezüglich ihrer äusseren 
Polare A’, durch den unendlich entfernten Punkt P| von r gehen, und daher 
muss die conische Polare von P_ durch alle sechs Punkte P gehen. 

Wird r sich selbst parallel fortbewegt, so ändern sich die Ortscurven 
K}’K;...,. schneiden sich aber immer auf demselben Kegelschnitt, der conischen 
Polare A) von P,, dem unendlich entfernten Punkt von r. 

Welches ist der Ort der Punkte, deren innere Polaren /* durch einen 
bestimmten Punkt @ von C” gehen? Man ziehe durch @ eine variable Trans- 
versale g, welche C° in @,@, schneidet, halbire @@, in P,,. @@, in P;,, so 
sind P,P, solche Punkte, deren innere Polaren durch @ gehen. Wenn sich 
g um G dreht, so beschreiben @, und @, eine Curve @°, welche C° ähnlich 
ist, mit ihr ähnlich liegt, sie in @ berührt und mit ihr parallele Asymptoten 
hat. Denn ist @, ein im Unendlichen liegender Punkt von C’, so ist er zu- 
gleich als Halbirungspunkt von @@G, anzusehen, so dass sich also C’ und @ 
in den drei im Unendlichen liegenden Punkten von C° schneiden. — Der Ort 
der Punkte, deren innere Polaren durch einen anderen Punkt H von C’ gehen 
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sollen, ist eine Curve dritter Ordnung H’, welche C° in H berührt, ihr ähn- 
hı lich ist und mit ihr ähnlich liegt. Die Curven @ und H° schneiden sich in 
er den drei im Unendlichen liegenden Punkten von C° und daher noch in sechs 
e Punkten, die auf einem Kegelschnitt liegen, welcher auch durch den Hal- 
I- 


birungspunkt von @H geht. Ist P, einer dieser sechs Schnittpunkte und zieht 
u man GP, und HP,, so schneiden diese Linien C* in zwei Punkten @' und 


2 H', so dass P, die Mitte von @@’ sowohl, wie von HH’ ist. Deshalb sind 
ie die vier Punkte @HH'@ die vier Ecken eines Parallelogramms und es folgt: 
Ueber einer gegebenen Grundlinie GH, deren Endpunkte in einer Curve 
we (0? dritter Ordnung liegen, lassen sich dieser Curve im Allgemeinen fünf ver- 
u. schiedene Parallelogramme einschreiben, und dabei liegen die Schnittpunkte der 
a Diagonalen der einzelnen Parallelogramme mit der Mitte von GH auf einem 
a) Kegelschnitt. 

" Die Ortscurve @° berührt C’ in @ und schneidet diese Curve noch in 
"m vier Punkten Q, also gehen durch @ die vier inneren Polaren /’ der vier 
rr Punkte Q und ausserdem noch die innere Polare des Punktes @. Diese ist 
.n ein Geradenpaar, welches seinen Doppelpunkt in @ hat; die inneren Polaren 
el von Q sind auch Geradenpaare, doch geht nur ein Theil von ihnen durch @. 
Es gehen also durch einen Punkt @ von C” sechs solche Gerade, welche 
. Theile der Geradenpaare sind, in welche die innere Polare /° zerfällt, wenn 
. der Pol auf C° selbst liegt. und daraus folgert man den schon vorher er- 
„m haltenen Satz: 

Alle Geraden, welche Ö’ in solchen drei Punkten schneiden, dass der 
en eine von ihnen die Entfernung der beiden anderen halbirt, werden von einer 
2. Curve C, der sechsten Classe eingehüllt. — Zieht man von irgend einem Punkt 

(1 die sechs Tangenten an C,, so bilden zwei von ihnen zusammen die innere 
” Polare von G@. Dieser Punkt liegt mit den vier Polen der inneren Polaren, 
m von welchen die anderen vier Tangenten Theile sind, auf einem Kegelschnitt, 
” welcher C’ in @ berührt. 
2. Oder: Legt man durch einen Punkt @ von C’ ausser den beiden Ge- 
°h raden, welche die innere Polare von @ bilden, die vier Sehnen von ©’, welche 
- auf C° ihre Halbirungspunkte haben, so liegen diese vier Halbirungspunkte auf 
E einem Kegelschnitte, welcher 0° in @ berührt. 
” Statt des Punktes @ wählen wir einen Wendepunkt W; dann muss 
m die Ortscurve W° auch W als Wendepunkt haben. Denn ziehen wir durch 
N 


W drei Gerade gg'g", welche 0° in 6,6,6,6,6, @,; schneiden, so liegen 
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diese auf einem Kegelschnitt C?. Die Geraden gg’g”’ schneiden also die Curve 
W’° auch in sechs Punkten eines Kegelschnitts, und deshalb ist W ein Wende- 
punkt von W°. Da sich C* und W° in den drei im Unendlichen liegenden 
Punkten von C* und ausserdem in den drei in W vereinigten Punkten schneiden, 
so liegen ihre drei letzten Schnittpunkte in einer Geraden. Daher lassen 
sich nur drei solche Sehnen von C? durch W ziehen, welche durch C° halbirt 
werden. Von dem, Geradenpaare, welches die innere Polare von W bildet, 
fällt die eine Gerade mit der Wendetangente © zusammen; die andere ist 
der harmonischen Polare von W parallel. An C, lassen sich also von W 
nur vier Tangenten ziehen, während die beiden anderen mit eo zusammen- 
fallen, und daraus folgt wieder: | 

Die Curven C, und C’ berühren sich in den Wendepunkten der letzteren. 

Hiermit sind die von Steiner in diesem Journal, Bd. 47, $. 20, I. ge- 
gebenen Sätze bewiesen. 

Die Ortscurve G@° schneidet die Poloconik E, von g, in sechs Punkten, 
deren innere Polaren durch @ gehen. Es sind aber die inneren Polaren der 
Punkte von E_ parallele Geradenpaare /J,. Von den Geraden solcher Paare 
gehen also sechs durch irgend einen Punkt @ von C’, und die von allen 
Paaren //, eingehüllte Curve ist von der sechsten Classe und werde mit /, 
bezeichnet. Liegt @ auf g,, so lassen sich durch @ nur zwei Tangenten an 
I, legen, die zusammen die innere Polare eines Punktes von E, bilden. Die 
vier übrigen fallen mit g, zusammen, und diese Gerade ist daher eine vier- 
fache Tangente von 4. — Im Obigen wurden die sechs Schnittpunkte von 
E, und C’ mit D,... bezeichnet; die inneren Polaren dieser sechs Punkte 
fallen in je eine Gerade d,... zusammen, und wenn diese g, in D,... schneidet, 
so muss d,... die /, in D,... berühren, also sind die sechs Geraden d,... 
Asymptoten von Js. — Ist P ein variabler Punkt von E,, II, das Geraden- 
paar, aus dem seine innere Polare besteht und das in einem Punkt Q von 
9, Seinen Doppelpunkt hat, so sind die Punktreihen P... auf E, und ©... 
auf g, in projectivischer Beziehung, und die Enveloppe der Geraden PQ, ... 
ist eine Curve dritter Classe, vierter Ordnung, C;, welche g, zur Doppel- 
tangente hat. Wir bezeichnen die beiden Berührungspunkte von g, und C; 
mit Q’0”, dann lassen sich von Q’ und Q” keine Tangenten, ausser g,, an 
C; ziehen; der dem Punkt Q’' der Punktreihe ©... auf g, entsprechende Punkt 
P' der Punktreihe P... auf E, muss daher einer der Schnittpunkte von g, und 
E,„ sein; der andere ist P” und entspricht dem 0”. — Die conischen Polaren 
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ve st... der Punkte P... von E, berühren g, in den entsprechenden Punkten 
us ' 0Q..., also berühren die conischen Polaren =’ von P’ und a” von P” die g, 
N in O' und 0”. Die conischen Polaren der Punkte Q... von g, bilden ein 
N, Büschel, und unter ihnen giebt es nur zwei, welche g, berühren, und diese 
n müssen daher ı’ und x” sein. Die Poloconik E_ können wir aber auch auf- 
rt fassen als Ort der Punkte, welche in Bezug auf das Büschel conischer Po- 
1, laren conjugirte Punkte der Punkte von g, sind. Da nun Q” der conjugirte 
st Punkt von Q’ und Q’ der von Q” ist, so muss die Poloconik E,_ durch Q' 
V und @" gehen, und daher müssen 0'0” mit P'P” zusammenfallen. Es können 
I- aber 0’ und P’ nicht zusammenfallen, weil sonst die conische Polare n’ von 
P' durch diesen Punkt gehen würde und letzterer also ein Punkt von © wäre. 
N. Daher fällt P' auf Q" und Q’ auf P”, und P'P” sind die beiden Berührungs- 
.- punkte von g, und C; und also auch von g, und J,. Da g, aber eine vier- 
fache Tangente von /, ist und in keinem anderen Punkt von /, berührt wird, 
N, so muss diese Curve in jedem Punkte P’ und P” die g, doppelt, also in 
BE jedem sich selbst und zugleich €; berühren. Diese beiden Berührungspunkte 
re gelten also für acht gemeinschaftliche Punkte von /; und g,; sechs andere 
Zu sind die Punkte ©, und weitere giebt es nicht, denn von jedem anderen Punkt 
I, von g, lassen sich zwei Tangenten an J, ziehen. Daraus lässt sich schliessen, 
ın | dass /, von der vierzehnten Ordnung ist. — In jedem Punkt 9 schneiden 
ie sich drei Tangenten p,p;p; von O5; sie treffen g, in Q,0,0;, und E, in den 
u homologen Punkten P,P,;,P,;,. Die inneren Polaren dieser drei Punkte sind 
2 Geradenpaare, deren Gerade gleich weit von ‘P entfernt sind, weil P,P;P, 
te die Mittelpunkte jener inneren Polaren sind, und daher giebt es einen Kegel- 
t. schnitt, der die sechs Geraden jener drei Paare berührt. 
a | Sind //, die beiden Geraden, welche die innere Polare von P bilden. 
- und schneiden sie C* in ABC resp. A,B,C,. so müssen sich AA,. BB,. 
n CC, in P treffen. Wird daher / Tangente an (0, so das A und B zu- 
sammenfallen, etwa in y, so müssen auch A, und B, in einen Punkt y, zu- 
sammenfallen und /, wird also auch Tangente. so dass also, wenn eine Gerade 
- I eines Paares gemeinschaftliche Tangente von C° und /, ist, es auch stets 
> die andere Gerade sein muss. — Zwei solche Tangenten, wie Cy und CYyı, 
n die gleich und parallel aber entgegengesetzt sind, sollen gleiche parallele un- 
it gleichliegende Tangenten genannt werden, und solcher muss es 18 Paar geben, 
d weil die Curven C° und /, 36 gemeinschaftliche Tangenten haben. 
n Die Gerade g, ist eine dreifache Tangente der oben besprochenen 
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Curve C, und eine vierfache Tangente von /,, also gilt sie als zwölf gemein- 
schaftiiche Tangenten von C, und /,. Sechs andere sind die Geraden d,.... 
Es bleiben noch 18 übrig, welche aus neun Paar zusammengehörigen Geraden 
/ und /, bestehen. Schneiden / und /, die © in ABC und A,B,C,, so ist 
AB=BC=A,B,=B,C,. Solcher gleichen parallelen Sehnen giebt es also 
neun Paar. Der Halbirungspunkt ?P von BB, ist der Pol der inneren Polare 
/],, und die neun Pole P liegen auf E_. 

Wir haben also folgende Sätze erhalten (cf. dieses Journal, Bd. 47, 
pag. 41 u. 42. IH.): 

19. Alle Paare von Geraden I und I,, in welche die innere Polare T’ 
zerfällt, wenn der Pol P auf E, liegt, berühren eine Curve I;* sechster Classe 
und vierzehnter Ordnung, welche die sechs Sehnen d, zu Asymptoten und g, 
zur vierfachen Tangente hat. Die Curve I, berührt jedoch die Gerade g, nicht 
in vier, sondern in nur zwei verschiedenen Punkten P'P", aber in jedem 
doppelt, so dass sie sich in jedem derselben selbst berührt, und zwar sind 
diese zwei Punkte zugleich die gemeinschaftlichen Punkte der Curve E, und 
der Geraden g,. — Wird durch den Pol P mit den zugehörigen Geraden I 
und I, eine dritte Gerade, I,, parallel gezogen, so ist ihr Ort eine Curve 
dritter Classe vierter Ordnung, weiche g, zur Doppeltangente hat und sie in 
den ebengenannten zwei Punkten P' und P" berührt. — Das ganze System der 
verschiedenen Paare von Geraden I und I, ist so beschaffen, dass jeder Punkt 
1 der Ebene im Allgemeinen der Mittelpunkt eines Kegelschnitts ist, welcher 
diejenigen drei der genannten Paare berührt, welche den durch den Punkt % 
gehenden drei Geraden I, entsprechen. 

Die 36 gemeinschaftlicher Tangenten der Curve I; und der Basis ©’ 
bestehen aus 15 Paar zusammengehörigen Geraden I und I1,. 

Eine Curce Ü dritter Ordnung hat im Allgemeinen 15 Paar parallele 
gleiche ungleich liegende Tangenten, und die Mitten der 18 Berührungssehnen 
liegen auf der Poloconik E,. 

Von den 36 gemeinschaftlichen Tangenten der Curven I, und C, fallen 
swölf auf die Gerade g,, sechs andere sind jene sechs besonderen Sehnen d,, 
und die noch übrigen 18 bestehen aus neun Paar zusammengehörigen Geraden 
I und I,. — In der Curve Ü’ giebt es im Ganzen neun Paar parallele gleiche 
Sehnen, die ihre Mitten auf CO’ haben, und die neun Halbirungspunkte der ihre 
Mitten verbindenden Geraden liegen auf dem Kegelschnitt E. 

Auf © sei P ein beliebiger Punkt und durch ihn x eine variable 
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Gerade. welche C’ in X und X schneidet. dann entspricht jedem Punkt X 
ein Punkt X’ und umgekehrt, also sind die Punktreihen X... und X... in 
projeetivischer Beziehung. Da man aber auch X’ zur ersten Punktreihe rechnen 
kann und ihm dann X in der zweiten entspricht. so sind die Punktreihen X... X... 
und X'...X... in involutorischer Lage. Die Tangenten &... in X... und ©... in 
X’... werden ebenso in projectivischer Beziehung stehen. Von welcher Ord- 
nung ist der Ort der Schnittpunkte (Ss) homologer Tangenten? Zur Beant- 
wortung dieser Frage wählen wir einen Punkt A auf einer beliebigen Geraden 
g, so lassen sich von ihm sechs Tangenten S an ©’ ziehen, denen sechs Tan- 
genten &’ entsprechen, welche g in sechs Punkten A’ schneiden. Jedem Punkt 
A entsprechen also sechs Punkte A’. Wählen wir einen Punkt A’, so ent- 
prechen ihm wieder sechs Punkte A, und es wird zwöllmal geschehen. dass 
ein Punkt A mit einem homologen Punkt A’ zusammenfällt. Auf y würde es 
demnach zwölf Punkte des gesuchten Ortes geben. Von diesen sind aber 
fortzulassen die vier Schnitipunkte mit den von P an Ü’ gezogenen Tangenten, 
denn diese sind selbst Theile des Ortes. Die übrisen acht redueiren sich aber 
auf die Hälfte. weil die Punktreihen X... und X... involutorisch sind. Dem- 
nach ist die Ortscurve (SS) von der vierlen Ordnung. Sie sei '. 

Von allen Punkten Q der Geraden y, ziehe man die Gruppen von 
sechs Tangenten an ©” und verbinde die sechs Berührungspunkte einer jeden 
Gruppe durch Gerade s, so fragt es sich, welches wird die Enveloppe dieser 
Geraden s sein? Wir wählen einen beliebigen Punkt P von ©’ und bestimmen 
die Anzahl von Geraden s, welche durch P gehen. Zu diesem Zweck ziehen 
wir in P die Tangente an ©’, welche g, noch in Q schneidet. und von Q 
noch die übrigen fünf Tangenten an ©, deren Berührungspunkte P,P,P,P,P. 
sein mögen. Dann sind PP,,. PP,, PP,. PP,. PP, fünf Sehnen s der ge- 
suchten Enveloppe. Die den Punkt P entsprechende Ortscurve (Sz) oder 
8“ schneidet g, in vier Punkten Q. Jeder von ihnen hat die Eigenschaft. 
dass, wenn man von ihm die sechs Tangenten an Ü? zieht. zwei der Be- 
rührungspunkte mit P in einer Geraden liegen. Daher schneiden sich in P 
neun Gerade s der gesuchten Enveloppe. und diese ist daher von der neunten 
Classe und werde mit ©, bezeichnet. 

Die Hessesche Curve H’ von €” wird von g, in drei Punkten XY'Z 
geschnitten, deren conische Polaren Geradenpaare sind und zwar die drei 
Geradenpaare des Büschels conischer Polaren der Punkte von g,. Die drei 
Doppelpunkte AYZ dieser drei Geradenpaare sind Punkte der Poloconik E_. 
26 ” 
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denn diese ist der Ort der Pole von g, bezüglich der conischen Polaren 
der Punkte von g,. Die sechs Geraden dieser drei Paare sind die sechs 
Seiten eines vollständigen Vierecks, und jede von ihnen ist eine dreifache 
Tangente der Curve ©,. Denn ist (xx,) das Geradenpaar, welches die co- 
nische Polare von X’ bildet, und schneidet x die Curve ©’ in ABC, so sind 
AB, BC, AC drei Tangenten von ©,, und da sie in eine Gerade x zusammen- 
fallen, so ist diese eine dreifache Tangente von ©. 

Ist P_ einer der drei Schnittpunkte von g, mit ©’, A, die Tangente 
durch ihn, so muss sie auch Tangente von ©, sein, weil in P| zwei 
Punkte zusammenfallen. Also berührt ©, die Asymptoten von U. — 
Von P_ lassen sich noch vier Tangenten an C” ziehen, die sämmtlich A, 
parallel sind; eine solche Tangente heisse «,. ihr Berührungspunkt X,, dann 
giebt es, weil drei Punkte P_ vorhanden sind, zwölf Tangenten a, und also 
auch zwölf Berührungspunkte 4,. Die Geraden a, verbinden die Berührungs- 
punkte U, und ? und sind daher Tangenten von ©,. Die vier von P_ aus- 
gehenden Tangenten berühren C° in AU,WA, U, , also sind U, HU, WU, 
A,P_ vier Tangenten von U, an ©,; ausser diesen giebt es noch vier, doch 
fällt eine von ihnen noch mit A,P, zusammen. Denn denken wir uns in 4, 
die Punkte U,A, vereinigt, so trifft A,A, die C° noch in P_,; die Punkte A, 
und P_ sind also als Punkte XX’ der obigen Betrachtung aufzufassen, die 
Tangenten in ihnen sind W,P_ und A,, die sich in P| schneiden. Von 
A, lassen sich also nur sieben Tangenien an ©, ziehen, und deshalb ist A 
der Berührungspunkt von U,P_ mit ©. 

Durch die neun Wendepunkte X von Ü” gehen neun Wendetangenten 
w; jede derselben hat vier ihr parallele Tangenten v, denn die conische Polare 
des Schnittpunkts (w,g,) berührt € in Z3 und schneidet diese Curve noch 
in vier Punkten. Es giebt also 36 Tangenten v und 36 Punkte ®, wenn 3 
der Berührungspunkt von v und Ü? ist. Die 36 Sehnen BW sind Tangenten 
von ©,; von den neun Tangenten, die sich von ® an ©, ziehen lassen, fallen 
zwei mit BD zusammen, weil man sich in W zwei Berührungspunkte von 
w mit C° vereinigt denken kann, deshalb ist ® der Berührungspunkt von DW 
mit ©. — Die harmonische Polare w' von W schneidet g, in W; von W 
lassen sich sechs Tangenten an Ü” ziehen, deren Berührungspunkte paar- 
weise auf drei Geraden liegen, welche sich im Wendepunkt W treffen; 
diese sind drei Tangenten von ©, ebenso die drei Tangenten, welche 
sich von % an C’ ziehen lassen; die drei noch übrigen Tangenten 
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en fallen mit mw zusammen, also ist % der Berührungspunkt von mw 
hs und Ss. 
he Zwei parallele Tangenten f, und f, berühren ©, in P, und P,. dann 
I ist P,P, eine Tangente von ©. Die Krümmungsmittelpunkte der Basis C’ 
nd in den Punkten P, und P, seien M, und M,. Die Radien M,P, und M,P,; 
>> sind parallel, und es schneiden sich M,M, und P,P, in einem Aehnlichkeits- 

- punkt der beiden Krümmungskreise. Er heisse ©. Die Krümmungskreise 
te | schneiden CE’ in je drei unendlich benachbarten Punkten, P,P;P/ und P,P; P;:; 
ei | so dass die Geraden P,P, und P,P, die Tangenten #, und #4. die Geraden 
- - PP, und P,P,, die auch parallel sind, zwei andere parallele Tangenten #, 
A, und b, liefern. Die Verbindungslinie der Berührungspunkte. P,)P,;, ist auch 
ın * eine Tangente von ©, und zwar die der Tangente P,P, unendlich benach- 
0 barte. Sie muss auch durch den Aehnlichkeitspunkt S gehen, und dieser ist 
— daher der Berührungspunkt von P,P,; mit ©,. 
- Die Ordnung der Curve ©, giebt Steiner höchstens als 36 an; es 
< schneidet dann ©, die Gerade g, in 36 Punkten. Einer von ihnen heisse $; 
h | in © ziehe man an ©, die Tangente, welche C° in drei Punkten P,P,P, 
kı schneidet. Von diesen liegen zwei etwa P, und P, so, dass die Tangenten 
I, © 46 in ihnen parallel sind. Da nun © der Aehnlichkeitspunkt der beiden 
e " Krümmungskreise in P, und P, ist, so müssen diese Kreise gleich sein; ihr 
n Aehnlichkeitspunkt ist ein äusserer, daher sind die Radien M,P, und IL,P; 
| gleich gerichtet. 

Wir folgern aus Allem die Sätze (dieses Journal, Bd. 47. pag. 43 

N und 44. IV.): 
e 20. Zieht man durch einen Punkt P von C’ Gerade, welche Ü’ noch 
2 in XX, ... treffen und in diesen Punkten die Tangenten ZE', .... so ge- 
3 schieht es nur vier Mal, dass solche Tangenten sich auf einer Geraden schneiden. 
N Alle Sehnen, welche die Berührungspunkte je zweier parallelen Tan- 
l genten der gegebenen Basis CO’ verbinden, berühren eine Curve ©, neunter 
) Classe (und höchstens 36. Ordnung). Sie hat sechs dreifache Tangenten, näm- 
) lich die sechs Geraden, welche die drei Geradenpaare des Kegelschnittbüschels 
bilden, das aus den conischen Polaren der Punkte von g, besteht. Diese sechs 
dreifachen Tangenten schneiden sich paarweise in den Berührungspunkten von 
E, und der Hesseschen Curve H’. Die Curve &, hat auch die drei Asymptoten 


von C’ zu Tangenten und berührt die zwölf Tangenten a, an C*, welche mit 
den drei Asymptoten parallel sind, in den Berührungspunkten U, von a, und 
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Ü. Es giebt ferner 36 Tangenten v. welche den Wendetangenten w parallel 
sind. Nennt man D ihre Berührungspunkte, so sind die 36 Sehnen BY Tan- 
genten von ©, und haben 3 zum Berührungspunkt. 

Die Curve ©, berührt C’ in den neun Wendepunkten IB und in zwülj 
Punkten A,. Die 54 gemeinschaftlichen Tangenten beider Curven bestehen 
I. aus den neun Wendetangenten w von U, jede dreifach gezählt, 2. aus dev 
zwölf Tangenten a,, jede doppelt gezählt und 3. aus den drei Asymptoten 
A, von €. 

Die Curve ©, hat mit C’ folgende Punkte gemeinschaftlich: 1. die neun 
Wendepunkte von Ü', jeden vierfach gezählt, 2. die zwölf Punkte U,. jeden 
doppelt gezählt, 3. die 36 Punkte B, also zusammen 36+24-+36 oder 96 
Schnittpunkte. Daraus lässt sich schliessen, dass ©, von der 32. Ordnung ist 
(und nicht von der 36. Ordnung). 


rn . 


Der Berührungspunkt © jeder beliebigen Sehne P,P, mit ©, ist dadurel, 
Basis ©’ in den Endpunkten P, und P, der Sehne in einer Geraden liegt, so 
dass die Gerade M,M, allemal die Sehne P,P,; im Berührungspunkt © schneidet. 

In einer beliebigen Curve Ü dritter Ordnung giebt es im Allgemeinen 
36 (oder 32) Paar gleiche und gleichliegende Krümmeumgsradien. 

Oben fanden wir sechs besondere Sehnen d, als Tangenten der Curve 
C,; diese sind, da die Tangenten in ihren Endpunkten an C’ parallel sind. 
auch Tangenten von ©. Wir fanden ferner 24 Sehnen s, als Tangenten 
in 24 Schnittpunkten von C° und C,. in deren Endpunkten die Tangenten an 
C’ parallel sind, also sind die 24 s, gemeinschaftliche Tangenten von C, und 
&,. Ausser den sechs d, und 24 s, haben C, und ©, noch die neun w und 
die drei A, (Asymptoten) der Basis C’, jede doppelt gezählt, zu gemeinschaft- 
lichen Tangenten, was zusammen 54 ausmacht. 

Wenn A,A, irgend zwei parallele Tangenten von © und P,P; ihre 
Berührungspunkte sind, so wird der Ort der Mitte M aller Sehnen P,P, eine 
bestimmte Curve M“ sein. Um ihre Ordnung x zu bestimmen, suchen wir die 
Schnittpunkte von M” mit irgend einer Geraden, etwa mit g,. Auf yg, gieb! 
es drei Schnittpunkte P_ mit C’; von jedem Punkt P_ lassen sich acht Tan- 
senten an ©, ziehen; vier von ihnen sind die Tangenten von P|Ä an (Ü. 
Sind B,B,B,B, deren Berührungspunkte, so liegt die Mitte einer jeden Sehne 
P,B, in P,. also -ist P|Ä ein vierfacher Punkt von M’, denn die Mitten der 
vier anderen Tangenten von P, an ©, liegen nicht in P_, weil diese vier 





bestimmt, dass er mit den beiden Krümmungsmittelpunkten, M, und M,. der 
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Tangenten ©’ noch in irgend zwei anderen Punkten schneiden. Die Gerade 
y, hat also mit M“ jeden der drei Punkte P als vierfachen Punkt gemein- 
schaftlich, und da weiter kein Punkt M auf g, liegen kann, so ist die Curve 
Mm’ von der zwölften Ordnung, also ze = 12. — Von einem Wendepunkt 
der C° lassen sich nur sechs Tangenten an ©, ziehen; die siebente ist die 
Tangente im gemeinschaftlichen Berührungspunkt 28. Dieser ist also auf zwei 
verschiedene Arten als eine unendlich kleine Sehne P,P, anzusehen. so dass 
also mit 8 zwei Punkte M zusammenfallen und % ein Berührungspunkt der 
Curven EC’ und M’ wird. — Durch die sechs Schnittpunkte D, von E_ und ©’ 
lassen sich sechs Sehnen d, ziehen, in deren Endpunkten die Tangenten an 
C’ parallel sind, folglich ist jeder Punkt D, ein Punkt M, und die sechs Punkte 
D, sind sechs Schnittpunkte der drei Curven E_, C’ und M'. Die 36 Schnitt- 
punkte der Curven EC und M sind also die drei Punkte P,, jeden vierfach 
gezählt, die neun Punkte W, jeden doppelt gezählt, und die sechs Punkie D.. 

Auf ©’ giebt es 15 Paar gleiche parallele ungleichliegende Tangenten 
Cy und C,y,; sind 77, die Berührungspunkte, so ist die Mitte von yy, ein 
Punkt von M, aber auch nach Früherem von E. 

Die innere Polare /’ irgend eines Punktes M muss die Curve © in 
den Endpunkten P,P, der Sehne, auf welcher Dt liegt, berühren. weil die 
Tangenten && in P,P, an Ü parallel sind. 

Es folgen hieraus die Sätze (dieses Journal, Bd. 47, pag. 45): 

21. Der Ort der Mitten DM aller Sehnen, welche die Berührungs- 
punkte paralleler Tangenten der gegebenen Basis Ü' verbinden, ist eine Curve 
M” der zwölften Ordnung, welche die Basis in ihren neun Wendepunkten be- 
rührt, in den sechs Punkten D, schneidet und ihre drei unendlich entfernten 
Punkte P_ zu vierfachen Punkten hat. — Die Curve M schneidet E_ in 
den sechs Punkten D, und in 185 Punkten, den Mitten der Sehnen, welche die 
berührungspunkte der 15 Paar gleicher paralleler ungleichliegender Tangenten 
verbinden. — 

Der Ort des Pols, dessen innere Polare I’ die Basis Ü’ berührt und 
zwar jedesmal doppelt berührt, ist dieselbe Curve M“. 

In einer Curve Ü’ dritter Ordnung giebt es keine zwei Sehnen, welche 
einander hälften, weil sonst die innere Polare I’ der gemeinsamen Mitte die 
C in vier Punkten berühren würde. — M"” kann ausser den drei Punkten 
P, keinen weiteren vielfachen Punkt haben, weil die innere Polare desselben 


sonst die © wenigstens in vier Punkten berühren müsste. 
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In 16. fanden wir den Satz. dass. wenn eine Transversale y um einen 
in ihr liegenden Punkt P gedreht wird. so beschreiben die drei Mitten der 
auf ihr abgeschnittenen Sehnen eine Curve C” sechster Ordnung. Alle Sehnen. 
deren Mitten auf einer Geraden / liegen, werden eine Curve 0@, sechster 
Classe einhüllen; denn ist P ein beliebiger Punkt, so schneidet die ihm nach 
dem eben genannten Satz entsprechende Curve CE” die Gerade / in sechs 
Punkten, also giebt es durch den beliebigen Punkt P sechs Gerade, die ihre 
Mitten auf Z! haben. Die Geraden / und g, sind dreifache Tangenten von 
Q,; denn sind Z,L,L, die Schnittpunkte von /! und C’, so liegen die Halbirungs- 
punkte der drei Sehnen L,L,, L,L,, L,L, auf /, und folglich sind diese drei 
Sehnen drei Tangenten von Q,. Von irgend einem Punkt von / lassen sich 
daher nur drei Tangenten an (Q, ziehen, welche diesen Punkt zum Hal- 
birungspunkt haben. Ä 

Ist Q, irgend ein Punkt von g,,. so schneidet die ihm entsprechende 
harmonische Polarcurve die Gerade / in drei Punkten, die Mitten von drei 
durch Q_ gehenden Sehnen sein müssen. Mehr Sehnen als diese drei, welche 
ihre Mitten auf / haben, lassen sich durch Q, nicht legen, also muss g, eine 
dreifache Tangente sein. — Wenn wir statt Q_ einen der drei im Unend- 
lichen liegenden Punkte P| von €’ wählen, so besteht seine harmonische 
Polarcurve aus der Asymptote A, durch P| und der conischen Polare von 
P.. Von den drei 'Tangenten, die sich von einem Punkt auf g, an Q, ziehen 
lassen, ist in diesem Fall A, die eine. — Die drei Tangenten in den Schnitt- 
punkten Z,Z,.L, von ! und C® nennen wir grs; betrachten wir L, als eine 
unendlich kleine Sehne, so ist Z, auch ihre Mitte und liegt auf /. Deshalb 
sind qrs auch drei Tangenten von Q,;. — Einen der Schnittpunkte von / und 
(,; bezeichnen wir mit Q, und die Tangente durch ihn an Q, mit q,; die 
innere Polare von Q, muss C° in diesem Fall in zwei Punkten schneiden und 
in zwei anderen berühren, denn ausser der Tangente q, lässt sich durch ®, 
nur eine solche Sehne noch ziehen, die in Q, ihre Mitte hat. Dies folgt 
unmittelbar, wenn wir Q, als Durchschnitt zweier unendlich benachbarten Tan- 
genten betrachten. Der Ort aller Punkte, deren innere Polaren die Basis C’ 
doppelt berühren, ist aber eine M. Ausser ihren zwölf Schnittpunkten QO, 
mit Z und den drei Berührungspunkten von /! und 0, kann diese Curve (, 
keinen weiteren Punkt mit / gemeinschaftlich haben, und daher ist Q, von der 
18. Ordnung. Wenn die Tangente q, die Basis C° in ABC schneidet und es 











































































Milinowski, zur Geometrie der ebenen Curven dritter Ordnung. 209 


- 


inen ist Q, die Mitte von AD, so müssen die Tangenten in A und B an C’ paraliel 


der sein, also sich auf y, schneiden. — 

nen, Ist ferner OD, ein Schnittpunkt von Q, und g, und q, die Tangente 
ıster D° durch ihn an Q,, so können wir O, wieder als Schnittpunkt zweier unend- 
tach lich benachbarten Tangenten q, und q, betrachten. Diese mögen 0’ in ABG 
echs und WB’E, Zin Z und Z schneiden, dann ist Z die Mitte von AB und 1 
ihre von AB, und es müssen sich die Geraden AW, BD, LL in einem Punkt 
von schneiden, oder die Tangenten in X und ® an ©’ schneiden sich auf /. Es 
1gS- folgt (dieses Journal, Bd. 47, pag. 97): 

drei 22. Der Ort aller Sehnen AB oder s der Basis C', deren Mitten in 
sich | einer gegebenen Geraden ! liegen, ist eine Curve Q, von der sechsten Ülasse 
lal- und der achtzehnten Ordnung, welche die Geraden I und g, zu dreifachen 


Tangenten hat, und welche insbesondere auch die drei Asymptolen der Basis 


nde nebst deren drei Tangenten in ihren Schnitten mit I berührt. Die Tangenten 
lrei con Q, in ihren Schnitten mit | sind solche Sehnen AB, dass die Tangenten 
che in ihren Endpunkten A und B an Ü sich auf y, schneiden und gleicherweise 


ine sind ihre achtzehn Asymptoten a4, solche besondere Sehnen AD, dass die Tan- 
1d- | genten in diesen Punkten an Ü’ sich auf I schneiden, so dass also in dieser 
che | Beziehung zwischen I und g, Jteciproeität stattfindet. 

yon Eine Tangente f berühre C’ in A und schneide in B. Welches ist 
ıen der Ort der Halbirungspunkte M auf allen Tangenten £ von Ü’? 

iti- / Von einem variablen Punkt ?, auf g, lassen sich sechs parallele Tan- 
ine | genten £, an C* ziehen, deren Berührungspunkt A, und Schnittpunkt B, sein 
alb mag. Die harmonische Polarcurve EC) von P, berührt #, in dem Halbirungs- 
nd | punkt M, von A,B,. Die Frage stellt sich daher auch so: Zieht man von 
lie | allen Punkten der Geraden y, an die harmonischen Polarcurven dieser Punkte 
nd die Tangenten £,,. welches ist der Ort der Berührungspunkte M,? Die Punkte 
O, M, liegen auf der conischen Polare 7, von P, in Bezug auf seine harmonische 
gt © Polarcurve C}, und alle conischen Polaren z,... werden eine Keeelschnittreihe 
1- | bilden, deren Index bestimmt werden soll, unter Index die Zahl verstanden. 
Ce | welche angiebt. wie viele von den Kegelschnitten durch irgend einen Punkt 
0, Ä sehen. — Die harmonischen CGurven ©; der Punkte P, von g, bilden eine 
17 Curvenreihe vom Index drei. Von allen geraden Polaren eines Punktes 0 in 
ar » Bezug auf alle C} gehen durch einen Punkt z. B. durch O selbst drei, näm- 
DS lich die geraden Polaren derjenigen drei Curven ©}, welche durch 0 gehen. 


lolglich werden die geraden Polaren aller Punkte @ von g, bezüglich der 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIII. Heft 3. 27 
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Curven C, von einer Curve C, dritter Classe eingehüllt. Jede gerade Polare 
q, von Q bezüglich einer harmonischen Polarcurve C} lassen wir dem Pol P, 
dieser Curve entsprechen, dann ist die Tangentenreihe g, auf C, in projecti- 
vischer Beziehung mit der Punktreihe P, auf g,. Wie viele der Tangenten 
g, gehen durch die ihnen entsprechenden Punkte P,? Jedem Punkt P, von 
g, entspricht eine Tangente q, von C;, welche g, in einem Punkt P, schneidet; 
von einem Punkt P, lassen sich drei Tangenten q, an C, ziehen, jeder 
entspricht ein Punkt P, auf g,, also stehen die Punktreihen P,... und P.... 
in einer solchen Beziehung, dass jedem Punkt P, ein Punkt ?, und jedem 
Punkt P, drei Punkte P, entsprechen. Daher geschieht es viermal, dass ein 
Punkt P, mit seinem entsprechenden P, zusammenfällt. Es gehen also vier 
gerade Polaren g, durch die ihnen entsprechenden Punkte P, und daber die 
vier conischen Polaren r, dieser Punkte bezüglich der ihnen entsprechenden 
harmonischen Polarcurven €, durch den Punkt ©. Die Reihe der conischen 
Polaren r, der Punkte P, von g, bezüglich der den letzteren entsprechenden 
harmonischen Polareurven C} hat also den Index vier. Wir haben den Or! 
der Schnittpunkte der Curven C} und 7, zu bestimmen in den Curven- 
reihen C;... und 7,..., die in projectivischer Beziehung stehen, wenn wir je 
zwei Curven einander zuordnen, die denselben Pol haben. Zu dem Zweck 
nehmen wir auf einer beliebigen Geraden g einen Punkt PB; durch ihn lassen 
sich vier conische Polaren r, legen, denen vier Curven C, entsprechen, welche 
g in zwölf Punkten ‘W schneiden. Daher entsprechen jedem Punkt P von g 
zwölf Punkte B’ von g. Durch einen Punkt ® von g gehen drei Curven 
i, Ihnen entsprechen drei Kegelschnitte 7,,. und diese schneiden g in sechs 
Punkten P, so dass also jedem Punkt °P’ sechs Punkte PB entsprechen. Es geschieht 
also achtzehnmal, dass ein Punkt PB mit seinem entsprechenden Punkt P zu- 
sammenfällt oder mit anderen Worten, der Ort der Mitten M, ist eine Curve MU 
der achtzehnten Ordnung. — Ist P_ einer der im Unendlichen liegenden Punkle 
von C’, so fallen mit ihm die sechs Mitten der sechs von ihm ausgehenden 
Tangenten an die Basis C* zusammen, und er ist daher ein sechsfacher Punkt 
der Curve. Die Schniltpunkte P| von g, und EC’ sind daher sechsfache 
Punkte von WM“, und die Gerade g, hat mit M’? keinen weiteren Punkt, ausser 
den drei Punkten P_ gemeinschaftlich. 
Wir fanden den Ort M'* der Mitten M, auf den, Tangenten £, als den 
Ort der Berührungspunkte der Tangenten £, von den Punkten P, der Geraden 
g, an die harmonischen Polarcurven C; dieser Punkte. Die harmonische 
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Polareurve des Punktes P_ besteht aus der Asymptote a, und der conischen 
Polare z, von P,. Zieht man von P, an die Curve (a,,r,) die Tangenten, 
so fallen sie sämmtlich mit a, zusammen. Man kann also jeden Punkt von 
a, als Berührungspunkt ansehen und schliesst daraus, dass a, ein Theil der 
Curve M' ist. Diese besteht also aus zwei Theilen, einer Curve M’ und 
den 3a, der Basis C*. 
Von den sechs Punkten, die in P_ vereinigt sind, liegen zwei auf «@,, 
also ist a, auch eine Tangente von M', und diese Curve berührt also a, in 
P, mit einem Zweige und schneidet diese Asymptote in P_ mit vier anderen 
Zweigen. — 
Betrachten wir eine Wendetangente w von Ü’ als eine Tangente #,, 
so fallen im Wendepunkt W die drei Punkte A, B und M, zusammen, also 
geht M’” durch die neun Wendepunkte der Basis ©’. Da in W drei Punkte 
vereinigt sind. so kann man W auf drei verschiedene Arten als Sehne AB 
betrachten, also liegen in W drei Punkte M,. 
Im vorigen Satz fanden wir eine Curve (Q, als Ort der Sehnen, deren 
Mitten auf einer Geraden / liegen. Berücksichtigen wir dabei die Tangenten- 
sehnen f,. so finden wir 15 solche Tangentensehnen als Tangenten von @,, 
weil M' die Gerade / in 15 Punkten schneidet. Eine dieser Tangentensehnen 
berühre C° in A, und schneide in B,. so fallen mit A,B, eigentlich zwei 
Sehnen zusammen, die A, als Schnittpunkt haben, also ist A, der Berührungs- 
punkt von Q, und A,B, und also auch von Q, und (*. 
Aus Allem folgern wir (dieses Journal, Bd. 47, pag. 99): 
23. Der Ort der Mitten M, aller Tangenten t, der Basis U’ ist eine 
Curce M” der 15. Ordnung, welche die drei Punkte P, der Basis zu sechs- 
fachen Punkten hat und jede Asymptote der Basis auch zur Asymptote hat, 
welche also jede Asymptote a, der Basis in ihrem Berührungspunkt P_ mit 
einem Zweige berührt und mit vier anderen Zweigen schneidet und die endlich 
in den neun Wendepunkten der Basis diese dreipunktig berührt. 

Zusatz zu 22. Die Curve Q, berührt die Basis C’ in den 15 Punkten A,. 
in denen sie von den 15 Tangentensehnen berührt wird, deren Mitten auf l liegen. 

Auf Seite 72 des 47. Bandes dieses Journals stellt Steiner die For- 
derung, für eine Curve EC” von beliebiger Ordnung den Grad der Curve zu 
bestimmen. welche durch die Mitten aller Tangentensehnen gehi. Da die 
Ordnung dieser Curve sich analog, wie für Curven dritter Ordnung be- 


stimmen lässt. so soll diese Bestimmung hier angegeben werden. 
27° 
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Ist P ein beliebiger Punkt und p eine Transversale durch ihn, welche 


. . . Bach | 
©" in m Punkten schneidet, so giebt es nd zeteki Punkte, welche die Curve 
9 © 2 





von P harmonisch trennen. Wenn p um P sich dreht, so beschreiben diese 


” - m(m—1) 
m(m—1) 


' — m (m —1) a 
5 —— Punkte eine Curve €, * der — 5— ten Ordnung, welche die 


harmonische Polarcurve von P bezüglich C” heisst. 


— 





Zieht man von P eine 


Tangente t an ©”, welche in (A,A,) berührt und in A;...A,, schneidet, so 
m(m—1) 
muss ? die Curve Ü, ° 


in den m—?2 Punkten berühren, in welchen (A, A,) 
und einer der Punkte A;,. 


..A,, von P harmonisch getrennt wird. Da sich von P 

an ©’ m(m—1) Tangenten ziehen lassen, so hat C, * (m—2)fache Tan- 

senten, deren Anzahl m(m—1) ist und die sich in P schneiden. Ist P ein 
n(m—1) 


Punkt von g9,, €, ° seine harmonische Polarcurve, so werden die Be- 


rührungspunkte der von ihm ausgehenden (m—2)fachen Tangenten die Hal- 
birungspunkte der Sehnen, in denen die Basis C” von den Tangenten ge- 
schnitten wird, wenn wir den Berührungspunkt auf C” stets als den einen 
Endpunkt dieser Sehnen betrachten. — Die harmonischen Polarcurven aller 





s { Ä N mm —1 
Punkte einer Geraden bilden eine Curvenreihe vom Index ( 5 ), 


Schlägt man denselben Weg ein, wie bei einer Curve C° dritter Ord- 
o o ? 
nung. so findet man leicht als Ort der Mitten aller Tangentensehnen, wenn 
jede Sehne den Berührungspunkt als einen Endpunkt hat, eine Curve von der 
m (m—1)' 
Ordnung ( \ 2 — m) 


> 
md 








Steiner giebt im 47. Bande dieses Journals pag. 99 VI.«. die Ordnung dieser 
Curve als m(m+2)(m—2) an. Für m = 3 geben beide Zahlen 15. Welche 
ist richtig? Er selbst sagt am Schluss der Abhandlung, dass er sich bei der 


Ableitung der Sätze in den letzten Paragraphen einige gewagte Schlüsse 


erlaubt hat. 

In 20. fanden wir, dass der Ort der Sehnen s einer Curve C? dritter 
Ordnung, welche die Berührungspunkte paralleler Tangenten verbinden, eine 
Curve ©, neunter Classe ist. Steiner stellt auf der 98. Seite des 47. Bandes 
dieses Journals die Aufgabe, die Classe der Curve ©, für eine Curve C” von 


der m'en Ordnung als Basis zu bestimmen. In einem speciellen Falle ist diese 
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Bestimmung nicht schwer, wenn nämlich die Curve EC” einen (m—1)fachen 
Punkt S hat. — Wenn y eine beliebige Gerade ist, so bilden die ersten 
Polaren der Punkte von g bezüglich der Curven C“ einen Curvenbüschel von 
der (m—1)ter Ordnung. Die Curven dieses Büschels schneiden ©" ausser in 
S in den Punktgruppen einer Involution vom (m —1)'" Grade, und verbindet 
man diese Punktgruppen mit S, so erhält man in S die Strahlengruppen einer 
Involution vom (m—1)'ten Grade. Zieht man ferner durch einen beliebigen 
Punkt P Strahlen, so schneiden diese C” in den Punktgruppen einer Involution 
vom me” Grade, und deren Verbindungslinien» mit S bilden die Strahlengruppen 
einer Involution vom zmten Grade. — Legt man durch S einen Kegelschnitt 
®, so schneidet dieser die beiden Strahleninvolutionen in den Punktgruppen 
zweier Involutionen vom Grade (m—1)” und m. Verbindet man die Punkte 
jeder einzelnen Gruppe unter sich, so werden diese Verbindungslinien bei 
einer Involution vom mten Grade von einer Curve Ü,_, der (m —1)te" Classe 
eingehüllt. Denn ist A irgend ein Punkt des Kegelschnitts, so lassen sich 
von ihm nur m—1 Tangenten an Ü,_, ziehen, die Geraden nämlich, welche 
A mit den m—1 Punkten des Kegelschnitts verbinden, die mit A zusammen 
eine Involutionsgruppe bilden. Die beiden Involutionscurven sind also C, _1,:_, 
und C,,_,, von der Classe (m-—1)’—1 und m—1. Sie besitzen ((m—1)’—1)(m—1) 
oder m(m—1)(m—2) gemeinschaftliche Tangenten, und so oft geschieht es, 
dass zwei Punkte einer Gruppe der einen Involution mit zwei Punkten einer 
Gruppe der anderen zusammenfallen. — So oft geschieht es also auch, dass 
die Verbindungslinie der Berührungspunkte zweier Tangenten an ©, die von 
einem Punkt von g aus gezogen sind, durch den Punkt P geht. — Wenn g 
in g, übergeht, so haben wir den Satz: 

24. Die Sehnen s einer Curve C" von der m!" Ordnung mit einem 
(m—1) fachen Punkt S, welche die Berührungspunkte paralleler Tangenten ver- 
binden, werden von einer Curve Ü. „-1yncn.n) oder C,.._10n.n der ((m-1)'-1)(m-1) 
oder der m{m—1)(m—2)ten Classe eingehällt. 

Um die Ordnung der Curve C,.._nc.—„ zu erhalten, lassen wir P auf 
einer Geraden / sich bewegen; jeder Lage von P entspricht auf dem vorhin- 
genannten Kegelschnitt ® eine Curve ©,_,. Man erhält dieselbe, wenn man 
den (m—1)fachen Punkt S von €” mit den Punkten verbindet, in denen eine 
variable Gerade durch P die Curve ©” schneidet, die Schnittpunkte dieser 
Verbindungslinien mit & bestimmt und diejenigen unter einander verbindet, 
welche auf 8 Gruppen einer Involulion vom mi" Grade bilden. Die Enve- 
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dungslinien der m Punkte L,Z....L,, gemeinschaftliche Tangenten aller C 
Sind ferner &t,...t,-, die m—1 Tangenten in S an C” und sind T\ T;...T. 


2 


loppe der letzten Verbindungslinien ist eine Curve C,_, von der (m—1)ten 
Classe. Alle C,,_, bilden eine Curvenschaar von (m—1)’ festen Tangenten. 
Denn schneidet / die C” in Z,Z....Z,, und sind Z,Z}...Z,, die Schnitipunkte 


von & mit den Geraden SL,, SL,, ..., SL,, so sind die u Verbin- 





2 


m—i* 


m—1 


ihre Schnittpunkte mit 8, so sind die Gh 





5 Gerade, welche diese 


Punkte verbinden, auch gemeinschaftliche Tangenten aller C,_,..., so dass 


(m —1) (m — 2) 
2 





2 


oder (m —1)’ gemeinschaftliche Tangenten 


haben. So oft eine der Curven C,_, die vorhin genannte Involutionscurve 
Cm: Oder C,n-.); berührt, so oft schneidet die Gerade / die Curve 
C,n_nım-y. Denn ist P’ ein solcher Punkt von /, dass die ihm entsprechende 
Curve C,,_, die Curve C,,-2; berührt, so lassen sich durch ?’ nur m{m—1)(m—2)—1 
Tangenten an die Curve C,m-nm-» ziehen, d.h. P’ liegt auf dieser Curve. 
Es berühren aber (cf. Cremona, Einleitung in eine geometrische Theorie der 
ebenen Curven) m(m— 2) (m’—5) Curven der Schaar C,_,... die Curve C 


m(m—?2) 9 


und also ist die Curve C,,m-ım „ von der Ordnung m(m—2)(m’—5). Es folgt: 

Die Enveloppe der Geraden, welche die Berührungspunkte paralleler 
Tangenten einer Curve C” der m!“ Ordnung mit einem (m—1) fachen Punkt 
verbinden, ist eine Curve von der m[m—1)(m—2)te" Classe und m(m—2)(m’—5)t®" 
Ordnung. — In ihr giebt es also (cf. 20) m(m— 2) (m’—5) parallele und gleiche 
Krümmungshalbmesser. 

Man kann nun auch die von Steiner gestellte Frage beantworten und 
die Classe der Enveloppe C, bestimmen für eine beliebige Basis C”, die keinen 
vielfachen Punkt hat. — In dem Falle, dass C” einen (m--1) fachen Punkt 
hat, ist die Classe der Enveloppe m(m—1)(m—2); ziehen wir von einem be- 
liebigen Punkt die Gerade PS, welche C” noch in Q schneidet, und in Q die 
Tangente an ©”, welche g, in R trifft, und endlich RS, so trifft RS die ©” 





in S in m—1 zusammenfallenden Punkten; diese gruppiren sich tr nn 


2 


Mal zu je zweien, so dass also auf RS eigentlich Kuda Yu .' Targenten an €" 





2 


und in PS ebensoviel Tangenten der Enveloppe liegen. Weil es in S an 


C”" noch m—1 Tangenten giebt, so liegen in PS noch andere m—-1 Tan- 
genten der Enveloppe. 


Das Auftreten eines (m —1) fachen Punktes erniedrigt 
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x 


u el +(m—1) oder PD, Zahn 








also die Classe der Enveloppe um 


man diese Zahl zu m(m—1)(m—2) hinzu, so erhält man als Classe der En- 


veloppe m, Also: 





Die Enveloppe der Geraden, welche die Berührungspunkte paralleler 
Tangenten einer allgemeinen Curve CE" m!“ Ordnung verbinden, ist eine Curve 
m (m — 1) (2m — 3) 

2 

n 2 


Dem letzten Satz können wir auch die Form geben: 





ron der Classe 


Die gemeinschaftlichen Sehnen einer Curve m! Ordnung und der ersten 


Polaren der Punkte einer Geraden in Bezug auf jene Curve werden von einer 
m(m—1)(2m — 5) 


3 ten Classe eingehüllt. 





Curve der 


Anmerkung. Beiläufig mag hier auf einen Irrthum aufmerksam ge- 
macht werden, der sich in dem Werk „Einleitung in eine geometrische Theorie 
der ebenen Curven“ von Üremona, ins Deutsche übersetzt von Curtze, auf 
Seite 283 vorfindet. Der Lehrsatz VI. lautet dort: „Die gemeinschaftlichen 
Sehnen einer Curve m‘ Ordnung und der Kegelschnitte einer Reihe (u, v) 
werden von einer Curve der (2m —1)uten Classe umhüllt.*“ Für den Fall, dass 
u=1, also die Kegelschnilte ein Büschel bilden, und wenn m = 3 ist, würde 
die Classe der Enveloppe fünf sein, während sie nach dem letzten Satze neun 
sein muss. 

Es lässt sich übrigens leicht ein allgemeiner Satz über die Enveloppe 
der Verbindungslinien der Schnitipunkte einer Curve C” der m!“ Ordnung mit 
den Curven eines Büschels CE” der „ten Ordnung, zunächst für den Fall ab- 
leiten, dass C” einen (m—1)fachen Punkt S hat. Sei wieder P ein belie- 
biger Punkt, p eine variable Gerade durch ihn, welche €” in P,P,...P,, 
schneidet, X ein beliebiger Kegelschnitt durch S, welcher die Geraden SP,, 
SP,, ..., SP. in P\P;...P,, schneidet. Die Punkte (P,P;....P,), ... bilden 
die Gruppen einer Involulion vom mt? Grade. Jede der Curven €”... schneidet 
C”" in mn Punkten (O,0,...C,.)»s ---, deren Verbindungslinien mit S den 


Kegelschnitt $& in den Punktgruppen (0, C;...C,,)... einer Involution vom Grade 
mn schneiden. Die Verbindungslinien aller Punkte einer jeden Gruppe 
(P,P,...P,,) werden von einer Curve C,_, der (m—1)ten Classe und alle 
Verbindungsiinien der Punkte einer jeden Gruppe (0,C;,.:.C,.) werden von 


einer Curve K,._, der (mn -—1)teu Classe umhüllt. Beide Curven haben 
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m-—1)(mn—1) gemeinschaitliche Tangenten. Eine von den Curven C* und 


eine der Geraden p geht durch S; die m—1 Tangenten in S treffen 8 in 
m—i)(m— 2 











m—1 Punkten. deren - 2 Verbindungslinien gemeinschaftliche Tan- 
genten von C,_, und K,.., sind. Ziehen wir diese ab. so bleibt 
a 1: . T  (m—1)(m—2 
für die Classe der Enveloppe die Zahl (m—1)(mn—1)—- ea 
m(m—1) ,y i a n, 
oder —— 2n—1). Bewegt sich P auf einer Geraden /, so entspricht 
" > 22 RER ’ u. (m—1)(m—2 
jedem Punkt P eine Curve C,_,. Alle C,_,... haben mit K,,, x 





gemeinschaftliche Tangenten, also berühren (m2—1)(mn+2m—6)—(m—1)(m—2 


von den Curven Ü,_, die Curve K,._,. Also: 

Die gemeinschaftlichen Sehnen einer Curce EC mit einem (m—1) fachen 
Punkt S und der Curven Ü"... eines Büschels n'” Ordnung werden umhüllt 
von einer Curve der 4m(m—1)(2n—1)'2 Classe und der (mn—1)(mn-+2m—6 
— (m —1)(m— 2)! Ordnung. 

Wir haben den Ort der Mitten aller Tangentensehnen bestimmt für die 
Basis C° als eine Curve der 15. Ordnung und suchen jetzt den Ort A 
der Schwerpunkte aller Tangentensehnen AB. Jeden der drei Schnittpunkte 
einer Transversale mit C° denken wir uns gleich schwer. dann muss der Be- 
rührungspunkt A der Tangente AB doppelt so schwer gedacht werden. als 
der Schnittpunkt B, und folglich liegt der Schwerpunkt S auf AB so, dass er 
diese Strecke im Verhältniss von 1:2 theilt und näher an A liegt. Geome- 
trisch betrachtet ist S der Schnittpunkt von AB mit der geraden Polare des 
auf AB im Unendlichen liegenden Punktes bezüglich der Basis ©’. Von einem 
Punkt P, der Geraden g, denken wir die sechs Tangenten gezogen und die 
gerade Polare p von P_ bestimmt, so schneidet sie jede der sechs Tangenten 
in einem Punkt des gesuchten Ortes. Wenn P_ die Gerade g, durchläuft. 
so erhalten wir die gesuchte Curve A;. Um die Zahl x zu bestimmen. nehmen 
wir auf einer beliebigen Geraden g einen beliebigen Punkt Y und ziehen von 
ihm an C’ die sechs Tangenten, welche y, in sechs Punkten P_ schneiden. 
Jedem dieser Punkte entspricht eine gerade Polare p und ihr Schnittpunkt 
P° mit g: dem Punkt P entsprechen also sechs Punkte W. Nehmen wir um- 
gekehrt einen beliebigen Punkt W, so lassen sich durch ihn zwei gerade Po- 
laren ziehen, die Tangenten an die Poloconik E, von g,. Jeder dieser Tan- 
genten entspricht ein Punkt ?_; von jedem der beiden Punkte P_ lassen sich sechs 
Tangenten an ©’ ziehen, welche g in zwölf Punkten V schneiden, die dem Punkt 
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' entsprechen. Deshalb geschieht es 18 Mal, dass ein Punkt ‘P mit seinem 
entsprechenden Punkt %’ zusammenfällt, und folglich ist x = 18. 

Fällt P| in einen Schnittpunkt von g, und C’, so fällt die gerade 
Polare p von P_ mit der Tangente a, in P| an C’ zusammen, und folg- 
lich ist jeder Punkt von p als Schnittpunkt von p und a, zu betrachten. 
Die Asymptote a, ist also ein Theil der Ortscurve; dasselbe gilt von den 
beiden anderen Asymptoten. Die übrig bleibende Curve A ist also eine 
Curve von der 15. Ordnung. Die gerade Polare p oder a, schneidet die 
vier von P, an C° zu ziehenden Tangenten in P_, also ist P| ein fünf- 
facher Punkt von A), und zwar muss A)’ mit einem Zweige a, und also Ü' 
in P, berühren und mit vier anderen schneiden. 

Schneidet eine \Wendetangente w die Gerade g, in W,. so geht 
dessen gerade Polare durch den Wendepunkt W, also ist W ein Punkt von 

5 und die Curven A,’ und ©° schneiden sich in den neun Wendepunkten 


x 


von C°. Denken wir uns im Wendepunkt 28 die drei unendlich nahen Punkte 
RW, W, vereinigt, so kann man sich (W,W;,) als Berührungspunkt und W, 
als Schnittpunkt von C’ und w denken und ebenso (W,W;) als Berührungs- 
punkt und 8, als Schnittpunkt; es fallen also mit W auch drei Schwerpunkte 
zusammen, und die Curven A, und C’ haben in den neun Wendepunkten von 
C’ eine dreipunktige Berührung. 

Wenn statt C° eine Curve C” eintritt, so haben wir zunächst die zweite 
Polare der Geraden g, bezüglich C" zu bestimmen. Diese ist eine Curve 
E,,_, von der (m—1)ten Ölasse. Auf einer Geraden y sei W ein beliebiger Punkt, 
von ihm lassen sich m(m—1) Tangenten an EC" ziehen, welche g, in m(m—1) 
Punkten P_ schneiden, deren gerade Polaren p die Gerade g in m(m-—1) 
Punkten ®$’ schneiden. Von einem Punkt W’ lassen sich m—1 Tangenten an 
E,_ı ziehen, welche m—1 gerade Polaren p von Punkten P_ auf g, sind, 
von denen sich im Ganzen (m—1)’.m Tangenten an C” ziehen lassen, die g 
in (m—1)'‘.m Punkten 9 schneiden. Da jedem Punkt ® (m—1).m Punkte V 
und jedem Punkt 9 (m—1).m Punkte V entsprechen, so geschieht es 
(m—1)m-+(m—1)’.m=m’(m—1) Mal, dass ein Punkt 9 mit seinem ent- 
sprechenden 9 zusammenfällt. Also ist die Curve A; der Schwerpunkte auf 
den Tangentensehnen von der Ordnung m’(m—1). Zu dieser Curve gehören 
aber auch die m Asymptoten, also ist die übrig bleibende Curve von der Ord- 
nung m’(m—1)—m oder m(m’—m—1). 

Journal für Mathematik Bd. LXXVIII. Heft 3. 28 
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Die erhaltenen Sätze findet man im 47. Bande dieses Journals, p. 89-91: 
sie heissen: 








25. Der Ort der Schwerpunkte aller Tangentensehnen einer Curve ( 
ist eine Curve A, von der 15. Ordnung, welche die drei im Unendlichen lie- 
genden Punkte der ersteren zu fünffachen Punkten hat und die CO in ihnen 
mit einem Zweige berührt und mit vier anderen schneidet und welche endlich 
die C’ in ihren neun Wendepunkten dreipunktig berührt. 

Wir fanden als Ort der Mitten der Tangentensehnen eine Curve M' 
von der 15. Ordnung. Diese schneidet die Curven A)’ in 225 Punkten. Da 
beide Curven sich in den Wendepunkten der Basis dreipunktig berühren, so 
gelten diese Berührungspunkte für 27 Schnittpunkte. Ferner fallen in jedem 
im Unendlichen liegenden Punkt P_ von C’ zwei fünffache Punkte von M' 
und A, zusammen, so dass jeder für 25 Schnittpunkte gilt. Da aber die 
beiden Curven sich in jedem Punkt P_ mit zwei Zweigen berühren, so gilt 
jeder Punkt für 26 Schnittpunkte, also die drei Punkte P_ für 78, folglich 
liegen in den Wendepunkten und in den drei Punkten P, 105 Schnittpunkte, 
und es bleiben noch 120 übrig. Daraus folgt: 

In jeder ebenen Curve dritter Ordnung C’ giebt es im Allgemeinen 120 
solche Punkte, von denen jeder der Drittelspunkt einer und zugleich die Mitte 
einer anderen Tangentensehne ist (dieses Journal, Bd. 47, pag. 90 Vlla.). 

In der Ebene sei ein Curvenbüschel dritter Ordnung B(C’) mit neun 
Grundpunkten A gegeben. Jeder Punkt P hat in Bezug auf jede Curve des 
Büschels seine harmonische Polarcurve und seine innere Polare. Durch einen 
bestimmten Punkt Q gehen zwei von allen harmonischen Polarcurven. Denn 
die Gerade PQ schneidet das Büschel B(C’) in den Punktgruppen einer ku- 
bischen Involution, und diese hat mit der quadratischen Involution, deren Doppel- 
punkte P und Q sind, zwei Punktepaare gemein, so dass zwei Punktepaare 
der quadratischen Involution auf zwei Punktepaare aus zwei Gruppen der 
kubischen Involution fallen. 

Die inneren Polaren /? des Pols P bilden eine Kegelschnittreihe, wir 
suchen ihren Index und bestimmen also, wie viel von ihnen durch einen be- 
stimmten Punkt z. B. einen Grundpunkt A des Büschels B({C’) gehen. Wir 
ziehen AP und verlängern diese Strecke um sich selbst bis A,, so geht von 
allen Curven des Büschels B{C’) eine einzige durch A,; die innere Polare 
von P bezüglich dieser Curve ist die einzige, welche durch A geht, und daher 
bilden die inneren Polaren ein Kegelschnittbüschel. Ist Q ein Grundpunkt 
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desselben und macht man PQ,= PO, so muss Q, auch ein Grundpunkt sein, 
und es ist P der gemeinsame Mittelpunkt aller 7°. Die vier Grundpunkte 
bilden die Ecken eines Parallelogramms, dessen Gegenseiten auch zwei innere 
Polaren sind. Die Gerade g, nämlich hat für jede C’ eine andere zweite 
Polare E_; von der ganzen Schaar S(E,) gehen zwei durch den Punkt P: 
sie gehören zu zwei Curven C’, und die inneren Polaren von P bezüglich 
dieser beiden ©’ sind die Gegenseitenpaare des Parallelogramms der Grundpunkte. 

Eine Gerade g schneide alle Curven des Büschels B(C’). In den 
Schnitipunkten ziehe man an die einzelnen Curven Tangenten £, so werden diese 
von einer Curve eingehüllt werden. Um ihre Classe zu bestimmen, ziehen 
wir von einem beliebigen Punkt P Tangenten {, an alle Curven Ü’ und sehen. 
wie oft es geschieht, dass zwei Tangenten ? und f, zusammenfallen. So oft 
dies vorkommt, so oft muss die conische Polare von P in Bezug auf irgend 
eine der Curven Ü* durch einen Schnittpunkt derselben mit g gehen. Die co- 
nischen Polaren von P bezüglich der Curven des Büschels B(C’) bilden ein 
Büschel und schneiden daher y in den Punktpaaren einer quadratischen In- 
volution; von den Curven des Büschels B(C’) wird g in den Punktgruppen 
einer kubischen Involution geschnitten. Beide Involutionen sind projectivisch, 
weil das Curvenbüschel B(C’) und das Büschel der conischen Polaren pro- 
jectivisch sind. Da es nun fünfmal vorkommt, dass ein Punkt der einen In- 
volution mit einem entsprechenden der anderen zusammenfällt, so folgt, dass 
die Einhüllende aller Tangenten f eine Curve 7’ von der fünften Classe ist. — 
Unter den Curven des Büschels B(C*) giebt es vier, welche g berühren, und 
die conischen Polaren irgend eines Punktes P von g bezüglich dieser vier 
Curven gehen durch die vier Berührungspunkte, so dass in g vier Tangenten 
zusammenfallen und g eine vierfache Tangente der Curve T’ ist. Von jedem 
Punkt P der Geraden g lässt sich nur eine Tangente an T” ziehen, aber auch 
stets eine ziehen, so dass also g ausser den vier Berührungspunkten mit T’ 
keinen gemeinschaftlichen Punkt hat. Daraus schliessen wir, dass T’ von der 
achten Ordnung ist. 

Wenn wir die innere Polare J’ des Punktes P in Bezug auf die Curve 
C* dieser entsprechen lassen, so bilden alle Curven C°* und ihre inneren Po- 
laren /° zwei projectivische Curvenbüschel. Die Durchschnitte entsprechender 
Curven liegen auf einer Curve /’ der fünften Ordnung, welche den Pol P 
zum Mittelpunkt haben muss. Nach dem eben bewiesenen Satz folgern wir, 
wenn die Gerade g in g, übergeht, dass sich von P fünf Gerade ziehen 
28 * 
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lassen, welche Asymptoten a, von fünf Curven C* sind. Es seien A, ihre 
Berührungspunkte. — Die äusseren conischen Polaren A’ von P bilden ein 
dem Büschel /° projectivisches Kegelschnittbüschel; homologe Kegelschnitte 
beider Büschel schneiden sich auf einer Curve vierter Ordnung A}. Diese 
schneidet die Curve J’ erstens in den vier Grundpunkten Q des Büschels 7”. 
Durch den Punkt P geht eine Curve C’; die innere Polare I’ von P bezüg- 
lich dieser C’ ist ein Geradenpaar (//,) mit dem Doppelpunkt P, und die 
äussere Polare A’ von P berührt C’ in P. Es gilt also P für zwei Punkte 











bei jeder der Curven /’ und A}, und deshalb berühren sich diese Curven in S 
P. — Von P gehen fünf Asymptoten a, an fünf Curven C’; sind A, die 
fünf Berührungspunkte, so müssen die fünf äusseren Polaren A? durch die fünf 
Punkte A, gehen und die fünf inneren Polaren I’, welche den fünf äusseren I 
entsprechen, müssen durch dieselben fünf Punkte A, gehen, weil die äussere ) 


und innere Polare eines Punktes in Bezug auf eine Curve C° sich in zwei ( 
Punkten von g, schneiden. Die Gerade PA, schneide C’ noch in P’, dann ! 
müssen die Strecken PP’ und PA, einander gleich sein, also muss P’ mit 


A, zusammenfallen, und die Gerade PA, oder a, ist demnach auch eine Tan- 
gente von I’. — Von den Schnittpunkten der Curven J’ und A} haben wir 
schon erhalten die vier Grundpunkte Q, die beiden Punkte, die im Berührungs- | 
punkt P vereinigt sind, und die fünf Punkte A,, also im Ganzen elf. Es 
bleiben noch neun übrig. Wir bezeichnen sie mit A,, dann müssen PA, 
solche Tangenten an Ü’ sein, welche in P gehälftet werden, und die vorher 
Tangentensehnen genannt wurden. 

Wir fanden, dass die Mitten aller Tangentensehnen einer Curve C° auf 
einer Curve M' der 15. Ordnung liegen. Die zu allen Curven C? des 
Büschels B(C°) gehörigen Curven M'” bilden eine Schaar von Curven, von 
denen durch jeden Punkt P neun gehen. Denn man kann durch P nur neun 
solche Tangentensehnen ziehen, welche in P ihre Mitte haben. 

Die Berührungspunkte der Curven der beiden Büschel B(C?) und 
B(F’) liegen auf einer Curve K’ der siebenten Ordnung, welche durch die 
Basispunkte beider Büschel geht. Sie schneidet /° in 35 Punkten; von diesen 
nehmen wir die neun Basispunkte A und vier Basispunkte Q fort, so bleiben 
22 Punkte. Zu denselben gehören die fünf Punkte P_, und es bleiben nur 
noch 17; einer derselben ist P selbst, in welchem sich die drei Curven 7’, 
C’ und I? berühren. Von den 16 übrig bleibenden sei einer B,; in ihm be- 
rühren sich zwei Curven C’ und /’, und zwar müssen dieselben in den pro- 
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ihre jectivischen Büscheln B(C’) und B(I’), durch welche J° erzeugt wird, homo- 
ein loge Curven sein, weil /° durch den Berührungspunkt geht. Deshalb muss 
litte die Curve J? die Curve ©* noch in einem Punkt B\, berühren, welcher im 
iese Kegelschnitt /° dem Punkt B, diametral gegenüber liegt. Daher giebt es acht 
er Kegelschnitte /°, welche acht Curven C* doppelt berühren. Die Tangenten in 
üg- B, und B, an C* und J® müssen als Tangenten in den beiden Endpunkten 
die eines Durchmessers von /? parallel sein, und es giebt daher acht Sehnen © 
ıkte durch P, welche in P halbirt werden und in deren Endpunkten die gemein- 
ı in schaftlichen Tangenten an /’, C’ und J’ einander parallel sind. 
die Es folgen die Sätze (pag. 70, $. 21 dieses Journals): 
fünf 26. Die einem Punkt P in Bezug auf die einzelnen Üurven eines 
ren E Büschels B(C’) entsprechenden harmonischen Polarcurven bilden eine Curven- 
ere reihe vom Index zwei. — Alle inneren Polaren des Punktes P bezüglich der 
wei Curven des Büschels B(C’) bilden ein Kegelschnittbüschel B(I’), dessen sämmt- 
ann liche Kegelschnitte P zum Mittelpunkt haben und dessen Grundpunkte die Ecken 
mit eines Parallelogramms sind. 
an- Werden die gegebenen Curven B(C’) von einer beliebigen Geraden y 
wir geschnitten und man denkt sich in den Schnittpunkten an dieselben Tangenten 
g5- gelegt, so umhüllen diese eine Curve A; von der fünften Classe und der achten 
Es Ordnung, welche g zur vierfachen Tangente hat. 
A, | Die Endpunkte A aller Sehnen s durch die Curven B(C’) und durch 
her einen Punkt P, welche in P halbirt sind, liegen auf einer Curve I’ der 
fünften Ordnung, welche den Punkt P zum Mittelpunkt hat und die durch den- 
auf selben gehenden fünf Asymptoten a, von einzelnen der gegebenen Curven auch 
les selbst zu Asymptoten hat. 
on Durch jeden Pol P gehen 14 solche Tangentensehnen, die in P ihre 
un Mitte haben. Fünf von ihnen sind die ebengenannten Asymptoten. 

Die Mitten aller Tangentensehnen einer Curve Ü’ liegen auf einer 
ind Curve M’. Für alle Curven des Büschels B(C’) bilden alle MM” eine Schaar 
die von Curven, von denen durch jeden Punkt neun gehen. 
en | Durch jeden Pol gehen im Allgemeinen acht solche Sehnen, die P zur 
en Mitte haben, in deren Endpunkten A und A,, die auf derselben Curve C' 
ur liegen, die Tangenten an diese CO’ parallel sind, und diese U’ wird in ihnen 
, - sowohl von ihrer inneren Polare I’ als auch von der Curve I’ berührt. Oder: 
e- | Unter den jedem Pol P entsprechenden inneren Polaren B(I’) giebt es 


acht, welche ihre Basis U’ doppelt berühren. 
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Durch einen Punkt P lassen sich drei solche Sehnen s einer Curve 
C° dritter Ordnung ziehen, deren Mitte P ist, so dass also ebensoviel solche 
Systeme von je drei Sehnen s vorkommen, als Curven C* im Büschel B(C°), 
Weil die Curve I” alle Endpunkte dieser Sehnen s enthält, so folgt, dass in 
jeder durch P gezogenen Geraden g zwei solche Sehnen liegen. Es frag! 
sich, wenn drei Sehnen s eines Systems in drei Geraden g liegen, ob die 
drei Sehnen, die noch in diese Geraden g fallen. auch drei Sehnen eines 
Systems sind. Diese von Steiner (pag. 81, Bd. 47 dieses Journals) aufge- 
worfene Frage beantwortet sich sehr leicht, indem alle Sehnen s durch P 
nach den Schnittpunkten von g, und den harmonischen Polarcurven von P 
bezüglich B(C’) gerichtet sind. Ist Q ein beliebiger Punkt und ziehen wir 
PO, so schneidet diese Gerade das Büschel B(C’) in einer kubischen Punkt- 
involution. Die quadratische Punktinvolution. deren Doppelpunkte P und 
sind. hat zwei Punktpaare, von denen, jedes auf zwei Punkte einer Gruppe 
der kubischen Involution fällt; also giebt es zwei harmonische Polarcurven 
von P bezüglich der Curven B(C’), welche durch Q gehen. Deshalb können 
sich auch in einem Punkt P| nur zwei solche Curven schneiden, und die 
drei Sehnen s, welche in die drei Sehnen eines Systems fallen, können nicht 
auch zu einem System gehören. — Es kann gefragt werden, wie man alle 
Sehnen eines Systems findet, wenn eine von ihnen gegeben ist. Ist s die 
gegebene Sehne durch P und schneidet sie die g, in P_, so lassen sich durch 
P_ zwei Curven aus der Schaar der harmonischen Polarcurven legen; wenn 
man die Schnitipunkte dieser Curven und der Geraden g, mit P verbindet, so 
erhält man die beiden Paare von Sehnen, welche mit s zusammen je ein 
System von drei zusammengehörigen Sehnen bilden. 

Hiermit wären im Allgemeinen die Steinerschen Sätze, soweit sie 
sich auf Curven dritter Ordnung beziehen. bewiesen. Die angewandten Be- 
weise lassen sich mitunter auf Curven von beliebiger Ordnung ausdehnen, 
wie dies auch einige Male, wo es sich unmittelbar ausführen liess, geschehen 
ist. In den meisten Fällen werden aber die mitgetheilten Beweise für Curven 
beliebiger Ordnung unbrauchbar, und der Grund hiervon liegt darin, dass die 
harmonische Polarcurve eines Punktes in Bezug auf eine Curve von einer 
anderen Ordnung als der dieser Curve ist und dass nur bei einer Curve dritter 
Ordnung die harmonische Polarcurve von derselben Ordnung ist. 


Tilsit, den 2. November 1873. 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 


(Fortsetzung der Bd. 74, 75 und 76 dieses Journals erschienenen Abhandlungen 


(Von Herrn L. W. Thome.) 





1. 
U ' . 4 ® . 
eber die homogene lineare Dilerentialgleichung 
d" y u 
‘4, —o Fr I), ——— + 1 1 m ) — 0. 
vn. dar TI gun I PnY 


deren Coefficienten in der Umgebung eines Punktes e=«a einwerlhige und, 
abgesehen von diesem Punkte, stetige analytische Functionen sind, hat der 
Verfasser in den Bd. 74 bis 76 dieses Journals Untersuchungen angestellt, die 
im Nachstehenden auf Differentialgleichungen, deren Coefficienten p rationale 
Funclionen von x sind, angewendet werden. 

Diejenigen Punkte im Endlichen, in welchen die Coefficienten aufhören 
endlich zu sein, und der Punkt = x, wenn nach Substitution von 2=f"" 
in der Differentialgleichung die Coefficienten für 2=0 nicht endlich bleiben, 
sind die singulären Punkte der Differentialgleichung. 

Es sei zunächst der charakteristische Index (Abh. Bd. 75, No. 1) bei 
jedem singulären Punkte im Endlichen gleich T und für e=t, t=VÖ sei 
derselbe —1. Die Anzahl der linearunabhängigen regulären Integrale, die 
die Differentialgleichung in der Umgebung jedes singulären Punktes im End- 
lichen hat, ist höchstens m—1; und für =", t=0 höchstens m—1, wenn 
der charakteristische Index gleich 1 ist, und gleich m, wenn derselbe gleich 
Null ist. Wenn die Differentialgleichung in der Umgebung eines singulären 
Punktes a in der That m—1 linearunabhängige reguläre Integrale hat, so ge- 
nügen dieselben einer homogenen linearen Differentialgleichung (m —1)!°" Ord- 
nung mit in der Umgebung von x = a einwerthigen Coefficienten, die für = a 
in endlicher Ordnung unendlich werden und deren charakteristischer Index 
gleich Null ist (Abh. Bd. 75, No. 5). 

Wir wollen nun die Bedingungen dafür aufsuchen, dass die Differential- 
gleichung (1.) die sämmtlichen Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung (m —1)te Ordnung mit allenthalben einwerthigen Coefficienten enthalte, 
die im Endlichen keine anderen singulären Punkte, als die ursprüngliche Diffe- 
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rentialgleichung, besitze und deren Integrale in der Umgebung jedes singulären 
Punktes regulär sind. 

Es kann nur eine solche Diiferentialgleichung geben, da die m—1 re- 
gulären Integrale der ursprünglichen Differentialgleichung in der Umgebung eines 
singulären Punktes im Endlichen nur einer homogenen linearen Differentialglei- 
chung (m —1)'°" Ordnung genügen, und die Coefficienten analytische Functionen 
sind. Alsdann muss der charakteristische Index in dieser Differentialgleichung bei 


jedem der singulären Punkte im Endlichen und für 2=f"', t=0 gleich Null 
sein. Es seien die singulären Punkte im Endlichen in der ursprünglichen 
Differentialgleichung @, @, ... bis a, und (—-a,)(2 -@,)...(2-a)=g(r) 


Dann muss die zweite die Form haben: 











z diy wa) d"y wa) de Yu (&) 
a tert +aey y=d 
wo y,(z) eine ganze rationale Function, deren Grad = a(2—1) (vgl. die 


Abh. des Herrn Fuchs, Bd. 66, S. 139). In dieser Differentislgleichung (2.) 
brauchen nicht alle Punkte a, bis a, singulär zu sein. Und enthält die Diffe- 
rentialgleichung (1.) die Integrale einer Differentialgleichung der Form (2.). 


so enthält sie die Integrale einer Differentialgleichung von der verlangten Be- 
schaffenheit. 


Die Mittel, diese Differentialgleichung (2.) vollständig zu bestimmen, 
sind in der Abh. Bd. 75 dieses Journals enthalten. 


Sind die m linearunabhängigen Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgleichung m!er Ordnung F,, (y, 2) =0 mit beliebigen Coefficienten p,. 


' d" . — . 
in welcher a den Coefficienten Eins hat, auf die Form gebracht: 


(3.) Yı =; yı = vıfe.de, ar y„=tıfder:... 


und bildet man mit den m—1 ersten die Differentialgleichung (m—1)!er Ordnung 


(4.) ar'y 


de" ni 


d"-? 
++ +lumıy = Fu 8) = 0, 


so ist 
F,-1(y, 2) = 6,01d2...6,, 
wo ec, eine Constante, erste Integralgleichung zu F,(y, x) =0. Setzt man 


(%,%2...0,) =M, so ist identisch 


2 
(5.) MF,(y,x) = 5 (MF,_.(; r)). 
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Daher 
6) Up, = Mu+—— (MI, 
oder 
.) mM=h +} I, Br. s=1..W), Lei, I =0 
und 
3) En, Moe 


Und umgekehrt: Ist das Gleichungssystem (6., oder (7.) erfüllt, so wird 
9. Ps + et 


erste Integralgleichung zu F,'y,2,=0. M genügt alsdann der Dilferential- 
gleichung, die man durch Elimination der Grössen / aus (6.) erhält: 


d-M de=pM 


d dx' de“! 








+ +(-D"p,M = 0) 


Wenn nun die Differentialgleichung (1., in der Umgebung des singulären 
Punktes 2=a, wo der charakteristische Index gleich Eins ist. m—1 linearunabhän- 
gige reguläre Integrale hat. so sei die Differentialgleichung (m—1 '* Ordnung mit 
dem charakteristischen Index gleich Null, der dieselben genügen, die Gleichung 
4.). Der Coeffieient /, wird alsdann höchstens in der ersten Ordnung für r=a 
unendlich. Nun ist aber nach Abh. Bd. 75. No. 5 der Coefficient von '2r—a)” 


> ® . ), \ ö . u . u 
in /, bekannt. nämlich (> 2—60)) - Dies war in Abh. Bd. 75. No. 5 aus 
, u 


der Betrachtung der Coefficienten der algebraischen Gleichung gezogen. welche 
die Exponenten der m—1 regulären Integrale von Differentialgleichung (1. 


in der Umgebung von r = a bestimmt; und es ergab sich auch aus der ein- 


. a fi tl en . 
zigen formellen Entwickelung der Gestalt e x -a” Fe, 2 -a‘. wo e, von 
Null verschieden, die die Differentialgleichung 10.) für N=e- zulässt, 
.. . ) u Pr 
wo nämlich r = — 2 E- a) } wurde. Unmittelbar kann man dasselbe aus 


der zweiten Gleichung (7.) entnehmen, wenn man berücksichtigt. dass die 
Coefficienten p den charakteristischen Index gleich Eins, / den charakteristischen 
Index gleich Null haben sollen. 

Soll daher die Dilferentialgleichung (1.) die Integrale einer Dilferential- 


#7 


gleichung der Form (2.) enthalten, so muss der ächt gebrochene rationale 
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Coefhicient 














” P(@—a,)) 
4 Bi u U vn 
4l., (—0,)..(2 0.) *.) a — 4, 
dx a u 


werden. Setzt man demnach in dem Gleichungssysteme (T7.) 











p; ( )) 

& - (7 —d,) 
s 1 2 \ dlog M "2 p B ir ‘Pi _ u E Ua 
a dx a c— 0, . 


so muss das Gleichungssystem erfüllt werden, wenn man für die Coefficienten 
/, die Coelficienten aus Differentialgleichung (2.) entnimmt. Und umgekehrt: 


dlogM 
dx 
Gleichungen (7.) successive eindeutig die rationalen Functionen /, bis /,_, und 


ist alsdann auch die m!® Gleichung (7.) erfüllt, so ist erstens die Gleichung 
(9.) erste Integralgleichung zu (1.) und zweitens haben die Coefficienten /, die 
Form der gleichstelligen in der Differentialgleichung (2.). 

Denn alsdann ist bei jedem singulären Punkte im Endlichen und für 
z=1t", t=0 der charakteristische Index der Coefficienten /, gleich Null. 
Bei jedem singulären Punkte a im Endlichen ist nämlich der charakteristische 
Index in der Differentialgleichung 


dM 


de 


Berechnet man bei dem angegebenen Werthe von aus den m—1 ersten 


(13.) (pn —1)M = 0 


gleich Eins. Daher wird nach Abh. Bd. 75. No. 4 der charakteristische Index 
der Coeffieienten /, um Eins niedriger als der von p,. also gleich Null. Es 
ist ferner der Punkt 2= 1", t=0 zu untersuchen. 

Für e=t" wird 


d"y AA, 1 \n pi 1 d” a Y) 


dr \ di" 


und wenn man z=t' in F,(y, x) einführt und 


(14) Ft") = (-1)"f"F,(y, i 
setzt. so wird 


duy  @ “ (m(m—1)...(m—a-+1) (m I) (m —?2)...(m — a) 

















PR F..(Y; t) —— Ten r ” 3.4 m 
(15.) 
(m —1)...(m—a-+1) (m—?2)...(m — a) / „Pal du—ey 
TEST > ga+ı Pıt + (-1) pa | Ip 
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Es werde ebenso 
(16) FÜ.) = (-Inl 


gesetzt. Alsdann folgt aus 


rn 1 a 
M(xz)F,(y,z) = Z (M(z)F,_ı(y, &)). 


(17.) MU Fy,o = 7 (MU)E"”F,-,(y 0), 


und wenn M(tF').t'"* durch M’ bezeichnet wird, so folgt aus der Differen- 
tialgleichung (13.), dass M’ der Differentialgleichung 


dM /p—l 2m—1i)\, 
18) —+HaZa I) = ı 
N re )M ) 
Genüge leistet. 

Ist nun für £=0 der charakteristische Index der Differentialgleichung 
v 1 m ns 1. u Br.) 
F,(y,t)=0 gleich Eins, so muss in (15.) im Coeffieienten von rer nämlich 


m (m —1) ae L, r i 
: u die Grösse En in höherer als der ersten Ordnung für =0 


t F 
unendlich werden. Demnach ist auch der charakteristische Index in Dilfe- 
rentialgleichung (18.) gleich Eins. Und ist derselbe in Differentialgleichung 
F,(y,t)=0 gleich Null, so auch in (18.). Daher muss nach Gleichung (17.) 
und Abh. Bd. 75, No. 4 der charakteristische Index in #,_,y,)=0 für t=0 
gleich Null werden. Also hat die Differentialgleichung F,_,(y, 2) =0 bei 
jedem singulären Punkte im Endlichen und für = 1", t=0 den charakte- 





ristischen Index gleich Null und demnach die Form von (2 


wo. . 
\ J 


Dass es immer Differentialgleichungen (1.) giebt, welche die Integrale 
einer Differentialgleichung der Form (2.) enthalten, ersieht man daraus, dass 
man durch das umgekehrte Verfahren welche bilden kann. (Geht man nämlich 


von einer beliebigen Differentialgleichung (2.) aus, macht diese zur Gleichung 








F_.(y,)=0 und setzt in (7.) bei 8 M _ „4, für 
nl; 2) =0 und setzt in (7.) b 7 = Ppı—l für p, 
(x i 
A a . Eis . . . €, _. m 
(2 — a, )...(2— a,)r ' 
wo z(xz) eine ganze rationale Function und y(a,) (a=1...z) von Null ver- 


schieden ist, so wird (Abh. Bd. 75, No. 4) der charakteristische Index der 
Coefficienten p, bei jedem singulären Punkte a gleich Eins und für =" 
t=0, da der von F/,_,(y,£)=0 gleich Null ist, wird derselbe — 1. 

Die Form der Coefficienten p, ist: 


> 


29 * 
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4,8) Sn u. * 
); — r I € . . . €, 1 P4 ” 1. 
Pr = — a)ı...(2— a,)°x ’ 19 Bl = 
19.) ‚/ı(a,) (a=1...z) von Null verschieden; 


P* \ 
_ Kı+a(®) 
(2 — a, JAr8,,.. (2 — a,)'zt* 





Pr, = . fa=1...m—1), 


wo der Grad der ganzen rationalen Functionen 4(x) dadurch bestimmt wird, 


dass für e=t', t=0 der charakteristische Index der Differentialgleichung 
1.) 1 sein soll. Da nun nach Gleichung (15.) der charakteristische 


m; \ . . . ) 
Index von F,y,)=0 bei t=0 derselbe ist, wie der des Systems n 


a=0...m,p, = 1), so ergiebt sich, wenn der Grad von z,(x) durch k, be- 
zeichnet wird: 

h.. +2 1+9)—-(at&++8,+za+tm-1-ı Zk+2— (+ +8)+m—1 
(a=1...m—1). wenn letzterer Werth = m ist: sonst muss der erstere — m 
sein. Also 


h.—_hıta-—i1, wem kKZ&+&4+ +8, 


NN \ und 
Lo. 

hu <atst+s+az-1), wen h<atste+s, 

| (a=1...m—!). 

Haben also die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) die Form, 
die dureh (19.), (20.) angegeben ist, so ist die nothwendige und hinreichende 
bedingung dafür, dass diese Differentialgleichung die Integrale einer Diffe- 
rentialgleichung der Form (2.) enthalte, die, dass, wenn man in dem Gleichungs- 


/ 


systeme (T.) 





(PB: (2 — a )) 
or \p EM) 
dliogM = \p, no Ma 
_—— = 9-3 —— 
dx N c—A, 


setzt, und aus den m—1 ersten Gleichungen die Grössen I, bis l,_, successive 
eindeutig berechnet, die letzte der Gleichungen (T.) von selbst erfüllt sei. 
Und alsdann ist Gleichung (9.) erste Integralgleichung zu (1.) und giebt 
für e,=V die Differentialgleichung (2.). 
Wenn die Differentialgleichung (1.) in der Umgebung des Punktes 
z= a, m-—1 linearunabhängige reguläre Integrale hat, die der Differential- 
sleichung (A4.) genügen, so ist nach Abh. Bd. 75. No. 5 in /, der Coefficient 


er Ei +a7/ \e . . . 
von (r—a)”" bekannt, nämlich Bi: (© -a)‘) Dieser ergiebt sich auch 
l 


TA 





un 


Ww 


a 
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unmittelbar aus System (%.) 
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dh-ı | dlogM dlogM 
P«ı + ds 1 a1 er Fe "Trend u) li, 


wenn die Coefficienten p den charakteristischen Index gleich Eins, die / den- 
selben gleich Null haben sollen. Daher ist in Differentialgleichung (2.) 





Ya ion ex Mine ui 
(2 1 . ) Ya 45) — ( .. _ Ah ir d, g ’ E | . | ) . 
ji (= Pı  Famag b a 

dx /x=ay 


Berechnet man demnach aus (7.) die Grössen /, successive, so wird man bei 
der jedesmal berechneten zusehen, ob sie von der Form des gleichstelligen 
Coefficienten in (2.) ist und ob die Werthe von w,(a,) mit den in (21.) an- 
gegebenen übereinstimmen. Denn ist dieses nicht der Fall, so braucht die 
Rechnung nicht weiter fortgesetzt zu werden, da alsdann nach dem Vorher- 
gehenden das Gleichungssystem (7.) nicht bei dem oben angegebenen Werthe 





dlogM 1 Ä 4 
von "ae erfüllbar ist. Immer also ergiebt eine directe Rechnung, ob Diffe- 


rentialgleichung (1.) die Integrale einer Diflferentialgleichung der Form (2. 
enthält und welche die letztere ist. 


2. 
Wir wollen jetzt die Untersuchungen der vorigen Nummer auf den 
Fall ausdehnen, wo der charakteristische Index allgemein gleich h >> 0 ist. 
Es seien also die Coeffieienlen in der Dillferentialgleichung 


Fr dy u 
TB: FR. 
er dan TPı x 


= tt "tp.9 = 9 


'alionale Funclionen von x. Ferner seien die singulären Punkte im End- 
lichen «, bis a, und bei allen sei der charakteristische Index ein und derselbe 
gleich h —>0, und der charakteristische Index für e=t',t=0 sei —.h. 

Die Dilferentialgleichung (1.) hat in der Umgebung eines singulären 
Punktes z = a höchstens » — h linearunabhängige reguläre Integrale, die, wenn 
sie vorhanden sind, einer homogenen linearen Dillerentialgleichung (m — h)t°r 
Ordnung mit dem charakteristischen Index gleich Null genügen. Und ebenso 
hat für =, t=0 die Diflerentialgleichung höchstens so viele linearunab- 
hängige reguläre Integrale, als die Ordnung weniger dem charakterislischen 
Index beträgt. 

Es sollen nun im Folgenden die bedingungen aufgesucht werden, dass 
die Differentialgleichung (1.) sämmtliche Integrale einer homogenen linearen 
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enthalte, die keine anderen singulären Punkte im Endlichen besitzt, als die ur- 
sprüngliche, und deren Integrale sämmtlich regulär sind. 
Es kann nur eine solche Differentialgleichung geben, was, wie in No. 1 


bewiesen wird, und dieselbe muss, da der charakteristische Index bei den sin- 
gulären Punkten gleich Null ist, die Form haben: 








2 “Äy, va) ty wla) ae. 1. Yun) , _ 9 
ich dar " gla) dam Tpla))’ dann ee 
wo y(r)= (2—-a,)(2—a,)...(e—a,), und v,(xz) eine ganze rationale Function. 
deren Grad — a(z—i) ist. In dieser Differentialgleichung (2.) brauchen nich! 


alle Punkte a, bis a, singulär zu sein. Und enthält die Differentialgleichung 
(1.) die Integrale einer Differentialgleichung der Form (2.). so enthält sie die 
Integrale einer Differentialgleichung der verlangten Art. 

Die ächt gebrochenen rationalen Coefficienten der Differentialgleichung 
(2.) sind bestimmt, sobald man bei jedem singulären Punkte « im Endlichen 
in der Entwickelung der Coefficienten nach Potenzen von z—a die Glieder 
mit negativen Exponenten kennt. Diese kann man aber ermitteln. Hierzu 
dienen folgende allgemeinere Untersuchungen, denen die No. 1, 2 und 3 der 
Abh. Bd. 76 dieses Journals zu Grunde liegen. 


Die m linearunabhängigen Integrale der Differentialgleichung 


| d"; \ nit 
(3.) a UN m ARE -+2.9 = F.(y, x) = 0 


da” dar! i 


mit beliebigen Coefficienten seien auf die Form 


4) en. m ufur'u.de, be A = mfda u; is: fuzlıu ‚de 


gebracht; und die Integrale y, bis y,_, sollen der Differentialgleichung 


am=ay C 
(R N (2) (a) N ee 
(9.) da" a "+p daem-«- a Le + Pi «9 = Y, x) PN 0 


m— 





genügen. Alsdann ist identisch 


‘ . a ulasiee 
6.) nn ie Ga Una Frma-1 (9 2), (a=0...m—1). 


Daher geht die Differentialgleichung F,(y, x) =0 durch successive Reduction 
mittels der 4 aufeinander folgenden integrirenden Factoren uz' bis wi; 
über in 





Differentialgleichung (m—h)'®" Ordnung mit allenthalben einwerthigen Coefficienten 
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Fu (9, 2) = Cu-ır1 mr t On-ır2 Mm: fer + mr det 


> D) 
| er + C U nk } f da it, ar Un k4 +» Ju2: U, de, 


wo die e Constanten sind. Die rechte Seite dieser Gleichung ist das voll- 


(7.) 


ständige Integral einer Differentialgleichung %'° Ordnung: 
d*s d*-1g 

8.) — + ot t+gs = 0. 

6) der ' gi dark rg 

Redueirt man andererseits die Differentialgleichung F,(y, 2) =0 (m—k)mal 


f 


mittels der Integrale von F, ,(y,x)=0 durch successive Anwendung der 


Subsitutionen y = uf ur'sda, ;_—= uf uz'ude, ete.. so erhält man die Diffe- 


rentialgleichung (8.). Die Coefficienten g dieser Differentialgleichung sind un- 
abhängig von der Wahl der Integrale von F,_,'y,2)=0. welche zur Re- 
duction verwandt worden sind. (Abh. Bd. 76, No. 2, wenn F,(y, x) auf die 
Form u _ TI. )“r,„y gebracht wird). Letzteres ersieht man 
schon einfach aus Gleichung (7.),. indem die Reduction dieser Differential- 
gleichung mittels derjenigen integrirenden Factoren weiter fortgesetzt werden 
kann, die man aus einem beliebigen Systeme von Integralen der Diflferential- 
gleichung F,_,(y, 2) = 0 unter der Form (4.) entnimmt. 

Wenn nun die Diflerentialgleichung F,(y,2)=0 die Integrale der 
Differentialgleichung F,_,(y, &) =0 enthält und durch Gleichung (7.) ersetzt 
ist, so besteht zwischen den Coellicienten p, p"’ und g folgender Zusammen- 
hang (Abh. Bd. 76, Gleichungen (10.) und (14.)): 

Es werde der Ausdruck 


9.) a4 dz.—-ı Ä r(r—1) d’z.. | Var (4 ‚ da, ) 
n: x -_t- — - mas 2: ———— u; u —- 00% r — —_ ns u — 
/ Te 1.2 de de’ Tr, 


gesetzt, so ist 


. 4 u | 

(10.) Pı = 3, (14 ——p,) ‚9 4, ... Mm) 
wo 

. _ TonEn BE, — q(k) — m(k) RER u u 

gu = Pi y 9 pü= »- =pfliunm=p k+1 = = =0 
zu nehmen ist. 
Die Grössen g gehen aus den %k ersten Gleichungen dieses Systemes 

eindeutig als ganze rationale Functionen der Grössen p und p® und deren 
Differentialquotienten hervor; ebenso die Grössen p® aus den m—k ersten 


Gleichungen als ganze rationale Functionen der Grössen p und g und deren 
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Differentialquotienten. Und umgekehrt (Abh. Bd. 76, Schluss von No. 2): Be- 
stehen die Gleichungen (10.) und bildet man mit den Grössen p“ und g die 
Gleichung (7.) und differentiirt dieselbe kmal, nachdem jedesmal vorher durch die 
Grösse u, welche nicht unter dem Integralzeichen steht, dividirt worden ist. so 
erhält man eine Differentialgleichung der Form (3.), deren Coefficienten p durch 
die Gleichungen (10.) gegeben werden. 

Es seien jetzt die Coeffieienten p von Differentialgleichung (3. 
F,.(y,®)=0 in der Umgebung eines Punktes x =a einwerthige analytische 
Funetionen, die für z= «a in endlicher Ordnung unendlich werden, und der 
charakteristische Index gleich A. Wenn dann diese Differentialgleichung die 
Integrale einer Dilferentialgleichung (m — h)" Ordnung F,_,(y, x) = 0, deren 
charakteristischer Index bei e=a gleich Null ist, enthält, so bestehen zwischen 
p, p“’ und g die Gleichungen (10.) für k=h, und der charakteristische Index 
in der Differentialgleichung (8.) für k=h ist gleich A (Abh. Bd. 76. No. 3; 
da der charakteristische Index der Coeffiecienten p in (10.) immer gleich der 
Summe derer der Coefficienten p"’ und der Coefficienten g ist). Und umge- 
kehrt: Kann man p, den Gleichungen (10.) gemäss für k = h zerlegen, so dass 
die Coefficienten p'” bei e=« den charakteristischen Index gleich Null, die 
g denselben gleich % erhalten, so wird die Differentialgleichung (3.) durch (7. 
für k=h erselzt, und enthält die Integrale der Differentialgleichung F,_,(y,2)=0. 
deren charakterislischer Index bei z=.« gleich Null ist (Abh. Bd. 76, No.3; 
vel. auch No. 5 daselbst). 

Um nun zur Bestimmung der Coefflicienten in der Differentialgleichung 
(2.) zu gelangen, sind bei jedem singulären Punkte a im Endlichen in der Ent- 
wickelung der ächt gebrochenen rationalen Functionen p" nach Potenzen von 
x—ca die Glieder mit negativen Exponenten zu ermitteln. Die Coefficienten 
p“’ der Gleichung F,_,(y, x) = 0, die die m—h linearunabhängigen regulären 
Integrale enthalten soll, werden in der Umgebung von 2=a schon dadurch 
bestimmt, dass man die formellen Entwickelungen der regulären Integrale von 
Differentialgleichuug (1.) nach Abh. Bd. 74, No. 8 bilden kann. Statt dessen 
kann man aber das System der Gleichungen (10.) direct behandeln. 

Es ist nämlich die Zerlegung der Coefficienten p, die bei e=a den 
charakteristischen Index gleich R>OÖ haben, den Gleichungen (10.) für k=h gemäss, 
so dass die Coeffieienten p\' bei z=a den charakteristischen Index gleich 
Null, die Coefficienten g denselben gleich h haben, immer formell und zwar 
nur auf eine Weise möglich. 
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e- E Um dies zu zeigen, werden die Gleichungen (10.) für k=%h ausführ- 
die licher un erg 

lie pı = p"+q, 

so | dp‘) 

ch P: = Hkazr +Ppi "g+g:. 


(7) 





























) 
3 P: = 1+ —) kn du; +p” its In> 
he be 

. (11.) pi), } dp‘) ' ' hi 
2 pa = (14 re ar +pl”g,, 
ie q 
"» B Pu: = (14 a) st +p®gn, 
N 
X | | dp‘) n 4 
3; \Pm = (1+ da )+ (1+ | Fi +Pu-ngus 
" wel, Eee ee ee —=( ist. 


Dieses Breite zerfällt in zwei Gruppen; zu der ersten ge- 
hören die A ersten Gleichungen, zu der zweiten die -_— Wenn nun der 
charakteristische Index der Coefficienten p{” (a=0...m—h,p\”’=1) bei e=a 
gleich Null sein soll, so fängt p\"’ höchstens mit Zur Potenz (c—a)”" an. 
Die Ordnungszahlen, in denen p, (a=0...m,p=1) für =a unendlich 
werden, seien , (wo r, gleich Null, wenn p, für z=a nicht unendlich wird) 
und diejenigen, in denen g, (a=0...h, 9u,=1) unendlich werden, seien 7,; und 
> die grösste der positiven ganzen Zahlen 7,4a, m +a—1, ... , sei durch 77, 
bezeichnet. Dann folgt aus der ersten Gleichung, dass y, höchstens gleich 
IT,, aus der zweiten, dass y, höchstens gleich 77, u. s. w., bis aus der (A—1)ter, 
dass y,_, höchstens zleich ei: sein kann. Aus der Aten Gleichung ergiebt 
sich darauf, wenn man die Differenz 7,—(//,_,+1) durch » bezeichnet, wo 
| v1 ist, weil h charakteristischer Index von p,, dass in g, die Anfangs- 
potenz (2—a)”"" ist, und dass diese und die »—1 folgenden in den Coelfli- 
cienten mit denen in p, übereinstimmen, so dass „=, und 


(9: (z- a)""),-. zu (pP: (2 -a)"),_.- 
Betrachtet man jetzt die zweite Gruppe, so bestimmt die a{® Gleichung durch 


das letzte Glied eindeutig in p{ den Coefficienten von (e—a)"', nämlich 

Pı-+a (x 
Pi 

Entwickelungen von g, und den Coefficienten p{” (a=1...m—h) kennt man also 
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-a))_., und die Coefficienten der »—1 folgenden Potenzen. In den 
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die vr Anfangspotenzen. Setzt man nun die letzteren in die A—1 ersten Glei- # 
chungen der ersten Gruppe ein, so bestimmt man successive für a=1...h—1 | für 
in g, den Coefficienten von (e—a)" und die der »—1 folgenden Potenzn E der 
(welche Coeffieienten auch theilweise oder alle gleich Null sein können), so dass ist 1 
man auch in g, (a=1...%»—1) die v Anfangspotenzen kennt. Dann liefert de @ cha 


h'® Gleichung der ersten Gruppe weitere » Potenzen in g,, so dass man in g | 
jetzt die 2v ersten Potenzen kennt. In der zweiten Gruppe bestimmt dann die at® a 
Gleichung durch das letzte Glied, wenn man in der Gleichung für p{ (b=1...m—h) (©- 
und y, bis g,_, die v, für g, die 2v Anfangspotenzen setzt, weitere v Po- E tra 
tenzen in p\'; so dass man in p{” die 2» ersten Potenzen kennt. Aus den das 
h--1 ersten Gleichungen der ersten Gruppe werden dann successive in g, den 
(a=1...»—1) weitere v Potenzen ermittelt, so dass man auch bei diesen die de) 
2v ersten Potenzen erhält; alsdann aus der Aten Gleichung die weiteren» Po- E 
tenzen in g,, so dass man in g, jetzt die 3v ersten Potenzen kennt, und dieses | Be 
Verfahren kann in eindeutiger Weise beliebig fortgesetzt werden. | 

Soll nun die Differentialgleichung (1.) die Integrale einer Differential- se 
gleichung der Form (2.) enthalten, die man zur Gleichung F,_,(y, x) =0 | D 
nimmt, so kann man aus dem Gleichungssystem (11.) durch das eben aus- ze 


einandergesetzte Verfahren bei jedem singulären Punkte « im Endlichen zu- 
nächst in der Entwickelung des Coefficienten pl” (a=1...h) nach Potenzen 
von c—a die Potenzen mit negativen Exponenten bestimmen, die höchstens 


bis (2 —a)” 


nn 


ansteigen (ist die oben durch v bezeichnete Zahl — Ah, so erhält 


man diese Potenzen unmittelbar aus der zweiten Gruppe der Gleichungen (11.)). 
Addirt man dann zur Ermittelung von p{” (a=1...h) die bei den singulären 
Punkten a, bis a, erhaltenen Ausdrücke, so giebt die Summe, da p{'’ ächt gebrochen 
ist, diesen Coeflicienten. Dann liefert die erste Gruppe der Gleichungen (11.) | 
successive die Grössen g, bis g,. Hierauf bestimmen, wofern m—h > h, die 
(m—h)—h ersten Gleichungen der zweiten Gruppe (11.) successive eindeutig 

die Coefficienten pf), bis pÜ,, und alsdann ist nothwendig, dass die übrigen 
Gleichungen der zweiten Gruppe von selbst erfüllt sind. 

Und umgekehrt: Man berechne auf die vorhin angegebene Weise die 
Coefficienten p\” bis p/”. Haben dieselben die Form der gleichstelligen 
Coefficienten in Differentialgleichung (2.), berechnet man dann aus der ersten 
Gruppe der Gleichungen (11.) die Coefficienten g, (a=]1...h) und, wenn 
m—h>h, aus den (m—h)—h ersten Gleichungen der zweiten Gruppe die 
Coefficienten p'), bis pÜ),, und sind alsdann auch die übrigen Gleichungen (11.) 


rm 
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erfüllt, so wird die Differentialgleichung (1.) durch die Gleichung (7.) ersetzt 
für k=h, und die Coefficienten pl” in F,_,(y.x)=0 haben alle die Form 
der gleichstelligen Coefficienten in Diflferentialgleichung (2.). Denn alsdann 
ist bei jedem singulären Punkte « im Endlichen und für 2=t"', t=0 der 
charakteristische Index der Coefficienten p/ gleich Null. 

Da nämlich die Coefficienten p! bis p!'’ so bestimmt sind, dass p‘" 
(a=1...h) in der Entwickelung nach Potenzen von 2=—a höchstens mit 
(2—a)”* anfängt, so zeigen die oben über das System (11.) gemachten Be- 
trachtungen, dass g, (a=1...h—1) höchstens mit (e—a)""" anfangen kann, und 
dass der charakteristische Index bei den Coefficienten g, (a=0...h, gu=1) und 
dem singulären Punkte a gleich % sein muss. Da aber die Coeflicienten p, 
denselben charakteristischen Index % haben, so muss der der Coeffieienten p}” 
(a=0...m—h,pl” =1) bei dem singulären Punkte a gleich Null sein (Abh. 
Bd. 76, No. 3). Man betrachte ferner den Punkt = tr", t=(0. 

Wird die Differentialgleichung {1.) durch Gleichung (7.) für kA=h er- 
setzt. und setzt man in Differentialgleichung (8.) s=F,_,(y, x). so hat diese 


Differentialgleichung dieselben Integrale, wie (1.). Führt man nun die Be- 
zeichnung 
#8, dere: | j 
(12.) Ta Tat = fı(s, 2). 


ein, so wird identisch 
(13.) F.(y,&) = fi(lFn-ı(Y ©), %). 

Setzt man ferner 

(14.) F,.(y; 1") RR (-1)"t F,.(y. ). 
(y,&) durch Gleichung (15.) in No. 1 gegeben ist, und ebenso 
| ARE Em 5 6 9 mu mutnes AR BE ) 
(14°.) n Ringe } l u - n\Y; E, 

f.(8; I) Fa (1) f st), 


wo F 


Im 


so erhält man aus (13.) 


45.) ng) URS) =h (FW dd) 
wenn 
RAIL ERTIEN ef, (Wh) 
gesetzt wird. 


Nun ist aber der charakteristische Index von f, («N =0 bei !=0 
derselbe, wie von f,(s,£)=0 und letzterer ist, wie man aus Gleichung (15.) 


in No. 1 ersieht, derselbe, wie in dem System % (a=0...h, qg=1). Was 


Pr 


30 * 
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aber dieses System betrifft, so ist der charakteristische Index desselben aus 
der ersten Gruppe der Gleichungen (11.) zu erkennen, wenn man berück- 


sichtigt, dass die Coefficienten p“' bis p(” die Form der gleichstelligen Coeffi- 


0) 
cienten in Gleichung (2.) haben sollen, und daher A (a=1...h) höchstens 


f-* 





in der a'en Potenz für £=0 unendlich wird. Bildet man nämlich die Gleichung: 


Ia E d 7 1 2 \ 
(16.) Fe = 3: (1+ pl) 2 e=t", (a=1...h) 


h—b ab) rs > 





so wird in dieser der Ausdruck 


d 1 
| (}) SR _ pp 
(1+ dx p®,)._., f:(a—b) ’ == { 
höchstens in (a—b)ter Ordnung für {=0 unendlich. Daher muss der cha- 


rakteristische Index, den das System Ze (a=0...h,gu,=1) hat, derselbe sein 


ir 
in dem System A: (a=0...h,p=1). Dieser ist aber derselbe, wie in dem 


System = (a=0...m,pu= 1), da der des Letzteren der Voraussetzung nach 


— h ist, und dieser ist derjenige in der Differentialgleichung F),(y, t) = 0 
für 2=0. Also ist der charakteristische Index in der Differentialgleichung 
f, («0 =0 für t=0 derselbe wie in F,(y,t)=0. Nun besteht nach Glei- 
chung (15.), die der Gleichung (7.) entspricht, zwischen den Coeffieienten p’ 
von F,(y,)=0, p“" von F,_,.(y,D=0 und g”’ von f/(w,t)=0 der Zu- 
sammenhang, der durch die Gleichungen (10.) für k—=h ausgedrückt wird, 
wenn man für p, p“’ und g die entsprechenden Grössen einsetzt. Und daher 
muss nach Abh. Bd. 76, No. 3, da der charakteristische Index der Coefficienten 
p' und g” derselbe ist, der der Coefficienten p“ gleich Null sein. 

Es ist demnach nachgewiesen, dass der charakteristische Index in der 
Differentialgleichung F,,_,(y, x) =0 bei jedem singulären Punkte im Endlichen 
und für 2=1t"', t=0 gleich Null ist, und dass daher alle Coefficienten 
ps (a=1...m—h) dieser Differentialgleichung die Form der gleichstelligen 
in Differentialgleichung (2.) haben. 

Dass es immer solche Differentialgleichungen (1.) giebt, welche die In- 
tegrale einer Differentialgleichung der Form (2.) enthalten, weist man durch 
das umgekehrte Verfahren nach. Geht man nämlich von einer beliebigen 
Dilferentialgleichung (2.) aus, macht diese zur Gleichung F,_,(y, x) = 0 und 
nimmt in Gleichung (8.) für k=% die Coefficienten g so, dass sie nur die 
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Punkte a, bis a, zu singulären Punkten im Endlichen haben, und bei diesen 
den charakiteristischen Index überall gleich Ak, also 
W (€) / 


‚ ss6=1...h-T), 


9a (2 — a, FIT ci un 0.) 0m ZI 





W,(x) x 
— — Be > 
I (2— a)... —a,)? . ’ 





wo die w(x) ganze rationale Funclionen und w,(«,), ... @,(«,) von Null ver- 
schieden, setzt diese Werthe von p“’ und g in System (11.) ein, und 
bestimmt dadurch die Coefficienten p, so ersetzt die Differentialgleichung 
F,(y, x) die Gleichung (7.), und der charakteristische Index der Coefficienten 
p muss bei jedem singulären Punkte « im Endlichen nach Abh. Bd. 76, No. 3 
gleich A werden, und für e=t"",t=0, da der von F,_,(y,t)=0 gleich 
Null ist, nach dem Vorhergehenden = A. 


Die Form der Coefficienten p in Differentialgleichung (1.) ist: 


Xa(®) r \ 
zu P J Sc j (A — 1...-1 | 
Pa (va, Jtmerl),, „(2 a,)r a+1) 9 \ /) 








Kı(®) 


(2 — a, JHı...(2 — a,)'x 


l 





jPı nr... Fer 


(17.) 


\ 


1z.(a,) (a=1...z) von Null verschieden, 





Xn+a() / \ 
. (a=1...m—h 
(2— a, Jrr...(2—a,)irt® \ de 


\Pr+a = 


wo die Functionen (x) ganze rationale Functionen sind, deren Grad so be- 
schaffen sein muss, dass für e=t', t=0 die Differentialgleichung (1.) den 


charakteristischen Index <- » hat. Der charakteristische Index in F,(y, t) = 0 
für £=0 ist aber derselbe wie in fr a=0...m,p=1). Daraus ergiebt 


sich, wenn der Grad von z,(x) durch Ak, bezeichnet wird, dass in der Reihe 
der m-+1 Zahlen 
m, k,+Ra-(&s+"+2,—z(h-a+l))+m-a, (a=1...h-1), 
k,+2h- (&+ + +8,)+m—h, k,,.tr2(h+a)— (84 +e,+za) +m—h—a, 
a=1...m—h) 


die grösste positive auch unter den A+1 ersten sein muss; oder was dasselbe 


ist, in der Reihe der m+1 Zahlen . 
ag, Jette re Matr A hu el)a, 
(48. | | 
se,...d—1), a=1...m—h), 


muss die grösste positive auch unter den A+1 ersten sich finden. 
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Wenn also die Cvefficienten der Differentialgleichung (1.) die durch 
(17.), (18.) angegebene Form haben, so ist die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass diese Differentialgleichung die Integrale einer Differen- 
tialgleichung der Form (2.) enthalte, folgende: 

Aus dem Gleichungssysteme (11.) werden durch das für dieses System 
angegebene Verfahren bei jedem singulären Punkte a im Endlichen in der 
Entwickelung des Coefficienten pl” (a=1...h) nach Potenzen von (e—a) die 
(lieder mit negativen Exponenten bestimmt, die höchstens bis (e--a)*" an- 
steigen, und die Ausdrücke, die bei den verschiedenen singulären Punkten a, 
bis a, erhalten worden sind, addirt, wodurch man die ächt gebrochene Function 
py' (a=1...h) aufgestellt hat. Von dieser Function ist zunächst noth- 
wendig, dass sie die Form des gleichstelligen Coefficienten in Differentialglei- 
chung (2.) annimmt. Ist dieses der Fall, so werden aus den h ersten Glei- 
chungen des Systems (11.) die Grössen g successive eindeutig bestimmt, und 
wofern m—h>h ist, aus den (m—h)—h folgenden Gleichungen die übrigen 
Coefficienten p;',, bis pÜ, eindeutig. Alsdann ist nothwendig und hinreichend, 
dass die übrigen Gleichungen des Systems (11.), deren Anzahl die kleinere der 
Zahlen h und m—h ist, con selbst erfüllt sind. 


Die Differentialgleichung (1.) wird dann ersetzt durch die Differential- 
gleichung: 


Berg (n dnm—ı— deiiy 


(h) 
der +Ppi dam —ı—1 + + pl.Y FR 


wo s das vollständige Integral der Differentialgleichung 


d's = s 


de" tth- di +rgs = 0 


ist; und für s=0 erhält man aus der vorhergehenden die Differentialglei- 
chung (2.). 


Durch die Untersuchung des Systemes (11.) ergab sich, dass der Coeffi- 
cient von 





(pi (z—a)'),_. = (Bi (-a))_ (a=1...m—h) 


sein muss. Daher wird in Differentialgleichung (2.) 








—=1..m—h 

\ v.(a;) zu Pr-+a { a a a 

”r &: 2 Pi vr 9%) z=ag » =... )- 
dx ap 


Hat man demnach durch das vorhin angegebene Verfahren die Coefficienten 
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pö® (a=1...h) und g, (a=1...h) bestimmt und berechnet alsdann die Coefli- 
cienten pl” (a=h-+1...m—h), so wird man bei dem jedesmal berechneten 
zusehen, ob er die Form des gleichstelligen Coefficienten in Differentialglei- 
chung (2.) erhält und ob der Werth von w,(a,) mit dem in (19.) angegebenen 
übereinstimmt. Denn fände diese Uebereinstimmung nicht statt, so würde die 
weitere Rechnung überflüssig sein, da alsdann nach dem Vorhergehenden das 
System (11.) bei den angegebenen Werthen von pl’ (a=1...h) nicht er- 
füllbar wäre. 

Man kann noch bemerken, dass sich hier aus der Betrachtung des 
Systemes (11.) unmittelbar ergiebt, dass Differentialgleichung (1.) die Integrale 
nur einer Differentialgleichung der Form (2.) enthalten kann, da die Coeffi- 
cienten der letzteren, als ächt gebrochene rationale Functionen bestimmt sind, 
sobald man bei jedem singulären Punkte « im Endlichen in der Entwickelung 
nach Potenzen von e—a die Glieder mit negativen Exponenten kennt, und 
letztere eindeutig aus dem Systeme (11.) hervorgehen. 

Die hier behandelte Differentialgleichung (1.) schliesst sich an die von 
Herrn Fuchs (Bd. 66 dieses Journals S. 139) untersuchte an, die allenthalben 
einwerthige Coeflicienten und nur eine endliche Anzahl singulärer Punkte und 
bei jedem derselben nur reguläre Integrale hat, so dass der charakteristische 
Index bei jedem gleich Null ist; und man kann allgemein sagen: 

Wenn eine homogene lineare Differentialgleichung 


ie 2 ET 2 
TPı gm TI TPny = 





da” 


mit in der Umgebung von 2=a einwerthigen und abgesehen von diesem 
Punkte stetigen Coefficienten, deren Coefficienten p,=1, p, bis p, (k—0) 
für ©=a in endlicher Ordnung unendlich werden, wenigstens m —%k linear- 
unabhängige reguläre Integrale haben soll, so ist nothwendig, dass alle Coefli- 
cienten für e=a in endlicher Ordnung unendlich werden und dass der cha- 
rakteristische Index — %k sei. 

Hat diese Differentialgleichung allenthalben einwerthige Coefficienten 
und nur eine endliche Anzahl singulärer Punkte, werden in diesen die Coef- 
fiienten 9, =1, p, bis p, (k = 0) nur in endlicher Ordnung unendlich und 
soll die Differentialgleichung bei jedem singulären Punkte wenigstens m— k 
linearunabhängige reguläre Integrale haben, so müssen alle Coefficienten ratio- 


nale Functionen sein, und in jedem singulären Punkte der charakteristische 
Index < k. 





240 Thome, zur Theorie der linearen Differentialgleichungen. 






Wenn nun eine homogene lineare Differentialgleichung m'“ Ordnung 
mit rationalen Coefficienten bei allen singulären Punkten im Endlichen einen 
und denselben charakteristischen Index h —O hat, und für =t"',t=0 den 
charakteristischen Index —h, und dieselbe die Integrale einer homogenen linearen 
Differentialgleichung (m — h)!*" Ordnung mit rationalen Coefficienten und keinen 
anderen singulären Punkten im Endlichen enthalten soll, die nur reguläre In- 
tegrale hat, so kann es nur eine einzige solche Differentialgleichung (m h\ter 
Ordnung geben. Für h=0 besteht dieselbe immer, wo es die ursprüngliche 
ist; für RO ergiebt eine in eindeutiger Weise zu bewerkstelligende Rechnung, 
die nur solche Operationen, die bei der Differentiation rationaler Functionen vor- 


kommen, verlangt, ob diese Differentialgleichung (m—h)ter Ordnung besteht und 
welche es ist. 


3. 


Das Verfahren der vorigen Nummern beruhte auf der Zerlegung der 
rationalen Coefficienten p der Differentialgleichung: 


1 d"y dr—1 | 
MO tert tmy= FR) =0 


dem Systeme der Gleichungen (10.) in No. 2 gemäss vermittelst der Bestimmung 
der rationalen Functionen p“’ durch die Ermittelung der Glieder mit negativen 
Exponenten in der Entwickelung dieser Functionen bei den singulären Punkten. 

Man kann dasselbe Verfahren auch auf andere Differentialgleichungen 
als die bisher betrachteten, anwenden; nur hat man nicht immer ein besonderes, 
sondern mehrere Systeme von Werthen p“’ und g, bei welchen man ver- 
suchen muss, ob man mit einem derselben den Gleichungen (10.) genügen 
kann. Namentlich kann man dieses Verfahren auf die Untersuchungen Abh. 
Bd. 76 No. 6 anwenden und dadurch, wenn die Differentialgleichung (2.) der 
vorigen Nummer besteht, in manchen Fällen auch die Differentialgleichung (8.) 
daselbst (für k=h) auflösen. 


Wenn man, wie in No. 1 (Gleichung (7.)) das Gleichungssystem aufstellt: 
dl-ı dlogM 


RR) p=lt I tra, > Ga=l-m, Well, 1=0, 
und der charakteristische Index der Coefficienten p, bei den singulären Punkten 
im Endlichen —1 ist, so kann man versuchen, Een —= g, als rationale 





Function so zu bestimmen, dass die Differentialgleichung 
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keine anderen singulären Punkte im Endlichen hat als (1.) und bei jedem 
derselben den charakteristischen Index gleich 1. Alsdann hat M, welches der 
Differentialgleichung 

d"M  de-1p,M 


de" de"! 








(4.) +:++(-1)"p.M = 0 


genügt, bei jedem singulären Punkt @ im Endlichen die Form 


n 


N 
(9.) e (za) Zc,(2—a), I =c_,(2—a)". 
) 


Zur Bestimmung von und r aus Differentialgleichung (4.) dienen die Unter- 
suchungen Bd. 76 No. 6; und man erhält dadurch in jeder etwa vorhandenen 
Entwickelung von g,. die für e=« in endlicher und höherer als der ersten 


z : . . : dw r 
Ordnung unendlich wird, die Glieder mit negativen Exponenten eg 
AT 2 — 4 


Diese Glieder werden aus je einer Entwickelung bei jedem singulären Punkte 





im Endlichen herausgenommen, und diese Grössen addirt, wodurch man, hier 
versuchsweise, den ächten gebrochenen Theil in g, aufgestellt hat. 
Setzt man dann 2=t"", so erhält man (No. 1) 


\ / .) Yon 7 d 7 ») ! \ 
6.) MEeNM"TF(YD = 7 MEER, 6) 


und für Mt)?" —=M 


dM' 


Et (2 _ 2m— 





Nun kann, wenn g, in den ganzen rationalen und den ächt gebrochenen Theil 
zerlegt ist, nur der erstere durch £° dividirt in Gleichung (7.) Glieder er- 
geben, die in höherer als der ersten Ordnung für £=0 unendlich werden. 
Um diese zu bestimmen, hat man, wie bei den singulären Punkten im End- 
lichen aus der homogenen linearen Differentialgleichung mter Ordnung für M, 
der Differentialgleichung der integrirenden Factoren von F,,(y,t) =0, die Ent- 
dlogM' 

dt 
ersten Ordnung für £=0 unendlich werden. Giebt es keine solchen, so ist 
9, nur als ächt gebrochene Function möglich. Ist eiwa der charakte- 
ristische Index bei allen singulären Punkten im Endlichen von Differential- 
gleichung (1.) gleich Eins und für e=t"", t=0 grösser als Eins, so ist der 
ächt gebrochene Theil in g, eindeutig bestimmt. 
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wickelungen von aufzusuchen, die in endlicher und höherer als der 
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: ag dlogM 
Nachdem man auf diese Weise die rationale Function y, = in auf- 
L 





gestellt hat, ist zuzusehen, ob man dem Gleichungssysteme (2.) genügen kann. 
Man hat also aus den m—1 ersten Gleichungen dieses Systemes die Grössen 
/, successive zu berechnen, und dann muss die lelzte Gleichung von selbsi 
erfüllt sein. Bei jedem singulären Punkte «, wo der charakteristische Index 
in Differentialgleichung (3.) gleich Eins ist, wird der der Coefficienten Z/, um 
eine Einheit niedriger als der von p,, und wenn letzterer gleich » war und die 
Ordnungszahl, in der /, für @=a unendlich ist, durch 2, bezeichnet wird, so 
ist nach Gleichung (2.) 


l 


De 


8) Im -a)”"|,_, In (ea) |,-..|h_ (ea) "| 


N, —Yı 


r=ay 


> 
\ 


"nl 7 
und daher 


u, > hnı-lkkh-ar+rl) (a=1...h-?2), an u -Yıta (a=1 ...M—R). 
Ferner muss nach Gleichung (2.) 


(9) |p.,.(e-a)""+tel, „= |g (a-a)"|.-..|_14. (aa), ,„ (a=1...m—h) 


sein. Für 2= Tr" 


‚„t=0 müssen die Coefficienten / so beschaflen sein, dass, 
je nachdem der charakteristische Index in Differentialgleichung (7.) gleich Null 
oder Eins ist, der charakteristische Index in Differentialgleichung F/,_, (y, t) = 0 
gleich dem in F,,(y,&)=0 oder um Eins kleiner ist. Dadurch wird die Form 
der Coeflicienten /, zum Voraus bestimmt, und man wird bei dem jedesmal be- 
rechneten zusehen, ob er diese Form annimmt. Bei der Differentialgleichung 
F,_(y,)=0 ist dann zu ermitteln, ob sich dasselbe Verfahren anwenden lässt. — 

Noch ist zu erwähnen, dass man mitunter Differentialgleichungen, die 
nicht die Form der bisher behandelten haben, durch eine rationale Substitution 
ersten Grades für x auf diese Form bringen kann. Wenn etwa eine Diffe- 
rentialgleichung bei allen singulären Punkten im Endlichen, bis auf einen, den- 
selben charakteristischen Index % —>0 hat, bei diesem denselben <%h, und 
für 2=t", t=0 denselben gleich kA, oder letzterer Punkt kein singulärer 
ist, so kann man jenen einen Punkt durch eine rationale Substitution ersten 
Grades ins Unendliche verlegen und kommt dadurch auf den Fall No. 2 zurück. 
Jede rationale Substitution ersten Grades lässt in den entsprechenden Punkten 
den charakteristischen Index der Coefficienten ungeändert, und wenn der eine 
der beiden entsprechenden Punkte kein singulärer ist, so dass keiner der 
Coefficienten dort unendlich wird, so auch der andere nicht. 
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" ' un ‚ en a ax--9 
Die rationale Substitution ersten Grades für x hat die Form = 1 - 
j yYı ( 
’ BP — öx 
woraus 2 = ———. 
yo—u 


Man nehme nun ein Paar entsprechender Punkte, die beide im End- 


, dx de . 
lichen liegen, e=a und z=.«. Dann wird - 7, und ——- in diesen Punk- 


ten nicht unendlich und also auch nicht Null. In der Umgebung von x’ = a’ 


hat man dann die Entwickelung 2 —a = (z—a)Fc,(z’— a)‘, wo c, von Null 


u ’ d’y . 2. u 
verschieden ist. Der Differentialquotient F 7 nimmt daher die Form an 
dX 


ary d" a dy 


— 7) 1] 


4 der 177 u rrHr rg 





9 


dx 


wo die Grössen g rationale Functionen von =’ in der Umgebung von x’ = «' 
dx 


da! 
z= a unendlich in der rer Ordnung wird, wird für € = a in derselben Ord- 


einwerlthig und allenthalben stetig sind, q, Ein Coefficient p, der für 
nung unendlich. Setzt man 


2 \- ’ 
(10.) F,y, ®) (ZZ) Si 


so ist durch das Vorhergehende für z=a in F(y,z)=0 und ©’ =a«a in 
f,.(y, ©) = 0 die obige Behauptung bewiesen. 


Entspricht dem Punkte = 1"', t=0 ein endlicher Werth von x’ = a’, 
und setzt man nach No. 1: F,(y, x) = (—1)"F"F, (y,t), so erhält man 
ai ,„ de di 
4) F,yd=(-fZ) nd =(T) 1: 
Ö . 
und {= nl Und da hier dem Punkte {=0 der Punkt ©’ = a’ entspricht, 


so kommt man auf den Fall zurück, wo die entsprechenden Punkte im End- 
lichen liegen, wofür die Behauptung bereits bewiesen. 
Ebenso ist es daher, wenn einem endlichen Werthe von z=a der 


Werth «’ = a !=0 entspricht. 


! 


u ’ . 1 : ; 
Entspricht endlich dem Werthe == re —-( der Werth «= Fi 


!=0, so hat man 


j lt —m 
F.,b = (4, 7) f.y; €); 
fi. ya) = (IM N”, ). 
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wodurch 


N / di \” / n 

12) F,yd.= (T) Ws); 
yröt 

1 ee EEE 


Sr Feen 7 Da hier dem Punkte = 0 der Punkt =0 entspricht, so komm! 
EB 


man ebenfalls auf das Frühere zurück. Demnach findet bei der rationalen 


Substitution ersten Grades für & bei jedem Paare entsprechender Punkte die 
oben gemachte Behauptung statt. 


Berlin, den 24. Februar 1874. 

















Reduction der Bewegung eines flüssigen homogenen 

Ellipsoids auf das Variationsproblem eines einfachen 

Integrals, und Bestimmung der Bewegung für den 

Grenzfall eines unendlichen elliptischen Cylinders. 
(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


Mi Hülfe des Princips der virtuellen Geschwindigkeiten hat Zagrange 
das allgemeine Problem der Bewegung einer Flüssigkeit als das Variations- 
problem eines über den Raum der Flüssigkeit ausgedehnten Integrals be- 
handelt. Das Problem derjenigen Bewegung eines flüssigen homogenen der 
Gravitation unterworfenen Ellipsoids, auf welche sich Dirichlets letzte, von 
Herrn Dedekind herausgegebene und fortgesetzte Arbeit *) bezieht, erlaubt aber 
vermöge der besonderen obwaltenden Umstände eine Zurückführung auf das 
Variationsproblem eines einfachen Integrals. Nach der von Dirichlet ge- 
troffenen Voraussetzung sind für ein rechtwinkliges Coordinatensystem, dessen 
Anfangspunkt der Mittelpunkt des flüssigen Ellipsoids ist, die drei Coordinaten 
eines in einem gewissen Zeitmoment betrachteten Elements der Flüssigkeit 
homogene lineare Funclionen von den Coordinaten, die demselben Element 
bei dem Anfange der Bewegung zukommen. Die neun Coefficienten der be- 
zeichneten drei Ausdrücke gelten als reine Functionen der Zeit, die zuge- 
hörige Determinante bleibt in Folge der Incompressibilität der Flüssigkeit un- 
verändert. Wenn man nun einerseits die halbe Summe der in dem flüssigen 
Ellipsoid vorhandenen lebendigen Kräfte, andererseits das von der gegen- 
seitigen Anziehung der Theile herrührende Potential des Ellipsoids auf sich 
selbst bestimmt, so wird der erstgenannte Werth gleich einer homogenen 
Function des zweiten Grades von den nach der Zeit genommenen ersten Diffe- 
rentialquotienten der erwähnten neun Coefficienten, und der zweilgenannte 
Werth gleich einer Function von diesen Coefficienten selbst. Man multiplieire 





*) Untersuchungen über ein Problem der Hydrodynamik, im achten Bande der Ab- 
handlungen der K. G. der Wissenschaften zu Göttingen, und dieses Journal Bd. 58, 
pag. 181. Dedekind, in demselben Bande dieses Journals, pag. 217, Zusatz zu der vor- 
stehenden Abhandlung. 
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jetzt das Aggregat der beiden Werthe mit dem Elemente der Zeit und in- 
iegrire von dem Anlangswerthe bis zu einem beliebigen Werthe derselben. 
Alsdann fällt die Forderung, die Abhängigkeit dieser neun Coefficienten von 
der Zeit so zu beslimmen, dass die erste Variation des angegebenen Integrals 
bei festen Anfangs- und Endwerthen der Variabelen verschwindet, während 
die bezeichnete Determinante ungeändert bleiben muss, mit dem Inhalte des 
in Rede stehenden hydrodynamischen Problems zusammen. Wird die Bedin- 
eung der unveränderlichen Determinante nach der Methode des unbestimmten 
Factors in das Varialionsproblem eingeführt, so liefert die Bestimmung des 
betreffenden Factors die Kenntniss des in der Flüssigkeit vorhandenen Druckes. 

Das aufgestellte Variationsproblem ist in zwiefacher Hinsicht ebenso 
gebildet, wie dasjenige, auf ‚welches Hamilton die Probleme der Mechanik, 


bei denen eine Kräftelunclion existirt, bezogen hat. Einmal stimmen die bei der 


vorhin gegebenen Definition unseres Integrals angewendelten mechanischen Be- 
sriffe mit denjenigen überein, die Hamilton anwendet, um das Integral zu de- 
finiren, welches der Bewegung eines Systems von Massenpunklen zugehört. 
Dann ist aber die analylische Beschaffenheit unseres Integrals dieselbe, welche 
das Hamiltonsche Integral für die Bewegung eines einzelnen Massenpunktes 
annimmt, der einer Bedingungsgleichung genügt. An die Stelle der drei Coor- 
dinaten des einen Massenpunktes treten hier die neun variabelen Coefficienten, 
und die herrschende Bedingungsgleichung besteht in der Unveränderlichkeit 
der bezeichneten Determinante. 

Eine beschränkende Voraussetzung, mit der sich sowohl Dirichlet als 
Riemann”), von verschiedenen Anschauungen ausgehend, beschäftigt haben, ist 
die, dass eine Hauptaxe des Ellipsoids ihrer Lage nach ungeändert bleibt, und 
dass nur um diese Rotation stattlindet. Dirichlet hat für den Fall. dass die 
beiden anderen Hauptaxen dauernd einander gleich bleiben, die Bewegung voll- 
ständig bestimmt, /tiemann nimmt bei seiner Erörterung nicht an. dass diese 
beiden Hauptaxen einander gleich seien. Die Bewegung lässt sich aber auch 
in dem Falle vollständig bestimmen, dass die beiden in derselben Ebene blei- 
benden Hauptaxen einander ungleich sind, wofern die dritte Hauptaxe, welche 
ihre Lage nicht ändert, im Verhältniss zu jenen unendlich gross ist. Das 
Ellipsoid geht dadurch in einen unendlichen elliptischen Cylinder über. Das 


) Ein Beitrag zu den Untersuchungen über die Bewegung eines flüssigen gleichartigen 
Ellipsoids, im neunten Bande der Abh. der K. G. d. Wiss, zu Göttingen. 
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vorhin entwickelte Variationsproblem enthält dann nur die vier Coefficienten, 
welche zu zwei linearen Ausdrücken von je zwei Grössen gehören. Bei der 
Vergleichung des zu variirenden Integrals mit dem Hamiltonschen Integral, 
das der Bewegung eines einzigen Massenpunktes entspricht. erscheinen diese 
vier Coelficienten als die Repräsentanten der Coordinaten des betreffenden 
Massenpunktes, während wieder die Bedingung gilt, dass die aus den vier 
Coelfieienten gebildete Determinante ihren Werth nicht ändert. 


1. 

Für eine incompressibele homogene Flüssigkeit von der Dichtigkeit Eins 
seien x, %, 3 die rechtwinkligen Coordinaten eines Elements zu der Zeit 1. 
P der auf dasselbe ausgeübte Druck, X, Y, Z die rechtwinkligen Compo- 
nenten der auf das Element wirkenden beschleunigenden Kraft. Wenn man 
die unabhängigen Variationen dx, dy, dz einführt. so nimmt die von Lagrange, 
mecanique analylique, seconde partie, Seclion XI, mit (a.) bezeichnete Formel, 
wo die Integration auf die ganze flüssige Masse erstreckt wird, indem X, Y, 
Z, P an die Stelle von —X, —Y, —Z, — treten, die folgende Gestalt an 


iz oP\ 
DE ein WIR 
| ‚I [( ot” A 02€. " 

n2 Sp 
he 2 ER 
ol’ oy 


| ( En — Z+ ds] dx dy dz. 


Aus (1.) entstehen die partiellen Differentialgleichungen, welche die Bewegung 





der Flüssigkeit beherrschen, dadurch, dass die unter dem Integralzeichen be- 
findlichen Factoren von dx, dy, dz gleich Null gesetzt werden. Hierzu kommt 
in Folge der Incompressibilität, wofern die auf den Anfangszustand eines Ele- 
ments bezüglichen Werthe durch Anhängung des Zeichens O nolirt werden. 
die Gleichung, dass die Determinante 

> 


ox, 0, 02, 


q 


den Werth der Einheit haben muss. Die partiellen Differentialquotienten 
oP oP oP 














"Pr MP:7] werden durch Gleichungen von der Gestalt 
» » 

a1 OP _ OP dm, „OP öy, , OP & 

(9.) O2. 0m, 92 ! oy, 92 ' 08.08 


definirt. und die vier Grössen x, y, s, P sind Functionen von den vier unab- 
hängigen Variabelen x. Y, 2 f. 
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Die Daten des von Dirichlet behandelten Problems werde ich in der 
von Riemann gewählten Weise ausdrücken, so dass die halben Hauptaxen des 
flüssigen Ellipsoids zu der Zeit £ mit a, b, e, zu der Anfangszeit Z, mit a,, 
by, €, bezeichnet werden, und dass zwischen den Coordinaten x, y, 3 eines 
Elements und den Anfangscoordinaten desselben Elements die Gleichungen gelten 


 ; 2 3 
cz =1-—-+m tn —, 

\ 4, 0 Co 

‚A‘ | 2 
l.) y=l-—+m 1 n —, 
| a, 0 0 

£ l 2 

Z fi 0 a! m" Ri „ Bu N 

a a, 0 M) 


Die Anfangswerthe der neun Functionen /, m, ... »” von £ sind die folgenden 
bon md, u=d, 
(4°.) G=0, mb, md, 
,=0, m=0, m=c. 


und die Determinante Z+/m'n”, welche © heissen möge, muss wegen der 
erwähnten Eigenschaft von (2.) die Gleichung erfüllen 


5.) 9 = abe. 


Wenn dem Anfangszustande des Ellipsoids ein Raum $,, dem Zustande 
zu der Zeit # ein Raum S entspricht. so ist das zwischen den betreffenden 
Ortscoordinaten z,. Yu, 2, und x, y, z aufgestellte System von Gleichungen (4.) 
der Ausdruck für die Beziehung einer allgemeinen Affinität zwischen den 
Räumen $S, und S. Man fingire nun einen dritten Raum $,, dessen affıne Be- 


ziehung zu dem Raume S, darin besteht, dass die rechtwinkligen Coordinaten 


f . r z Y, 
des zu dem Punkte (x, %,,3,) zugeordneten Punktes die Werthe —, ne, 
0 0 


haben. Alsdann entsprechen den drei rechtwinkligen Hauptaxen des 


I. 3 
C, 
Ellipsoids in S, drei rechtwinklige Axen in S,,. und die Werthe a,, bu, ec, 
drücken respective die lineare Vergrösserung im Sinne jeder Axe aus. Wenn 
man jetzt die drei auf einander senkrechten Axen in S aufsucht, denen drei 
auf einander senkrechte Axen in S, entsprechen, so erhält man die drei Haupt- 
axen des Ellipsoids in S, und die Werthe a, b, ce drücken für die zwischen 
den Räumen S und S, stattfindende Affinität die lineare Vergrösserung im 
Sinne von jeder der bezeichneten Axen aus. Die Beziehung zwischen den 


” 
=) 


. ® a 1 = 
Coordinaten x, y, 3 eines Punktes in S und den Coordinaten —, a a 
9 0 0 
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des zugeordneten Punktes in S, wird durch die beiden Systeme von ortho- 
gonalen Substitutionen 


a c+ß y+Y 3, 


Un 
| 


’ 


’ ! .) N ! 
@ z+P y+Y 2 


PN 
So 
ns 
Er rn 
> 
Pi, 


> 7 ı am ' ‚g 
= a'a+P"y+y"z 
und 
u x 7 2. 
> 0 I .) JU 1 ud 
— = 4, —- rPı — Tr. 
x da, b, a c, 
7 N m, a D 2, 
\ ‘ “ („r — 0 "EZ Ei N m j An 
m » On 02 wa 12 
FE & = ı I Io 1 u 
r 1 = 71 b, ji C, 


ausgedrückt, welche Riemann in denselben Zeichen aufgestellt hat. Es leuchtet 
ein, dass S, 7, S die auf die Hauptaxen des Ellipsoids bezogenen Coordinaten 


I" 


‚ 2 n 7 “ .. . . 
des Punktes (x,y,z) in S, dagegen —., es die auf die Bilder der Haupt- 
7 2 ‘ ‘ ) (‘ 


Du 
_ 


“ I, /. PER . u . . . 
axen bezogenen Coordinaten des Punktes (© : = —) in S, sind. Die ein- 
) I 
0 0 
ander correspondirenden Oberflächen des Ellipsoids in S, und in S haben in 


S, die Kugelfläche von der Gleichung 

IN Yı\ EN 

Fol wa a 
zu ihrem Bilde. Das System (6.) erlaubt, die wirkliche Bewegung der Haupt- 
axen in dem flüssigen Ellipsoid, das System (7.) erlaubt, die Bewegung von 
den Bildern der Hauptaxen in dem Raume $, zu verfolgen. Die beiden Sub- 


stitutionsdeterminanten F+«/P'y" und F+«,P,y, haben den Werth der posi- 
tiven Einheit. Demnach folgt aus (7.) in Verbindung mit (5.) die Gleichung 


(9°) Gehen ab, 


Die nach dem Newtonschen Gesetz ausgeübte Anziehung der Theile 
des Ellipsoids auf den Punkt (x, y, 3) bringt das Potential F hervor, das bei 
Anwendung der Coordinaten &, n7, {© den Ausdruck hat 


abe ds 


% > ) Pr 
/ - &“ N" & 
N 
Y(s+ta’)(s+b)(s-+ ec) sta s+b s+-c” 


Die Stärke der Anziehung in der Einheit der Entfernung wird e genannt, so 
dass die Componenten der beschleunigenden Kraft gleich den partiellen Ab- 











leitungen der Grösse eV in Bezug auf die zugehörigen Coordinaten sind. In 
Journal für Mathematik Bd. LXNVII. Heft 3. 32 
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jetrelf des Druckes P genügt den Anforderungen des vorgelegten Problems 
die Annahme 


| &° n? e 
(9.) P= 0+1-5-%5-5), 


wo (0 den constanten Werth des an der Oberfläche herrschenden Druckes, 
und o eine Function der Zeit £ bedeutet. 

Das Integral (1.) muss für die Auflösung des hydrodynamischen Pro- 
blems den Werth Null erhalten, wie auch immer die Variationen dx, dy, 3 
angenommen werden. Ich werde dieselben gegenwärtig so definiren, dass in 


den Gleichungen (4.) die neun Grössen /, m, ... n” allein variirt werden, 
oder dass 





u, 2 
de = dI 40m rodn I, 
a, b, 0 
, y X 
10) {dy = Öl ZU +dm ze + m ns 
a, C, 


| do = u + dm" K; 1dn" 2 
d, 


ist, und diese Variationen in das Integral (1.) substituirt denken, um hierauf 
den Werth desselben zu ermitteln. In Folge von (4.) und (5.) kann das Vo- 
lumenelement dzdydz durch das Volumenelement di,dy,dz, ersetzt, und das 


0 c, 


Innere des flüssigen Ellipsoids durch die Ungleichheit — = I | <1 be- 
zeichnet werden; die reinen Functionen der Zeit ? bleiben von der über dieses 
Gebiet auszuführenden Integration unberührt. 


Zunächst bekommt der Ausdruck 


» N 9% 1 5 y  dy+ CEry le 2 


indem man aus (4.) die zweiten nn der Grössen z, y, 3 
nach ? ableitet, und erwägt, dass die drei Integrale von der Gestalt 


NE de,dy,dz, 


410 
einzeln gleich » „ und die drei Integrale von der Gestalt 











15 
LIE Sr dx,dy,dz, 
einzein gleich Null sind, den Werth 
at) er 
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Das Zeichen = geht hier, wie auch im Folgenden, auf die neun Grössen 
Da... 

Der unter dem Integralzeichen in (1.) stehende Ausdruck - Xdz— Ydy—Z0: 
darf unmittelbar durch den Ausdruck 


12.) —s/ - afn abed a udn | RE) 
ieh Y(s-+a?)( s+b)(s-+-c” ) TE stb° s-e? 











ersetzt werden, wo die Variationen ds, dr, ÖT mit den Variationen dx, dy, Öz 
ebenso verbunden sind, wie die Grössen S, 7, © mit den Grössen x, y, 
Vermöge der Systeme (6.) und (7.), in welche das System (4.) zerfallen ist. 


. . . io . T, ’R 2, 
hängen die Coordinaten 5, 7, © von den Coordinaten =; nn, 2 und von 
0 0 | C, 
den Functionen der Zeit /, m, ... »n” ab. Weil nun der Gebrauch des Zeichens 
d die alleinige Aenderung der Grössen /, m, ... »" andeuten soll, so folgen 


aus (6.) die Gleichungen 


(* — JE +de c+0ß Yy-+ dy 3, 


(13.) ( don = dn+dua + 03' y-+ dy' 2. 


[3x = IC+Jda" z+0P"y+dy"2. 


Nach (6.) und (7.) darf eine über den Raum des flüssigen Ellipsoids zu er- 
streckende Integration auch auf das Volumenelement dSdndZ und die Ungleich- 


u > 
+ tt 1 bezogen werden. Daher wird das Integral 


c 
N S(dam-+dPy+dyz)dax,dy,dz, 


durch Wiederholung von so eben gebrauchten Schlüssen gleich dem Ausdrucke 


An 
15 


e+P°+y’=1. Mithin liefert das System (13.) die Gleichung 


J, /JzdEax,dy.dz, = SJjz’:aw, dy,dz,. 


und die entsprechenden Gleichungen für die Coordinaten 7 und 
Diese Gleichungen geben die Berechtigung, bei der Bestimmung des 


Ausdruckes SJfVäz,ay,as die Gleichung (12.) so anzuwenden, dass 


beziehungsweise für d£, dr, d£ die Variationen d$, dr, ÖL genommen werden. 
Aus (7.) folgt nun die Gleichung 


Ar 5 \ı, 7 Y, , 0 
15.) ©, (= ) = Ge +, — —) da, —+d9,2+dy =), 
\ ) r 1 1, urr c, \ 1,7 u v 
32* 


heit 





a In 





(2da+Pdß-+ydy), und dieser verschwindet wegen der Gleichung 
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und daher ist das Integral SIE S 
d d 


4AnG , 
—— (@ ‚da,+P,dP,+710y1), welcher auf Grund der Gleichung «’+/ Pıtyi=1 


wieder verschwindet. er wird das Integral S/f# 


’c2 
dem Integral SHE: = ed und, wenn statt des Elements d,dy,dz, 


das Element dedndt aan wird, aus den bekannten Motiven gleich dem 


AnG Ö Il = 
Ausdrucke 15 -_ Somit erhält das Integral // /:S$Vax,dy,ds, den 
Werth 





)da,dy,dz, gleich dem Ausdrucke 





= dx,dy,dz, gleich 








2 
et 











46 An i a/- abe ds 2ada  2böb , 2edc\ 
‚ 15 I Yes La )(ls+-b’(s— ch ‘sta’ 2 ee 
$sT4ad),($S- ‚)\$rC) | | nn u 


Für den Ausdruck 


en 








coP OP. oP x u. 
—— )r 4 —ly - , 02 == OP 
OX oy ° 03 
liefert die Gleichung (9.) die Darstellung 
| ’y; 2EOE  2n0n , 266 
a) Peer) 
\ J a? R: h? w c’ ’ 


und das Integral /[ [SP dx,dy,dz, nimmt vermöge der angestellten Betrach- 


tungen den Werth an 
BR BIO da 1 ı dc 


u C 








Unter den ze Umständen verwandelt sich also das Integral 


4 0) [3 [3 . 
n: multiplieirten Ausdruck 
1) 
1 y abe ds 2Zada , 2böb , 2cdc da ‚öde 
19.) E2Jl nf — + ; 20\ —— Fre 
| TE Tora) ra Farb Far NG +7 


Die Forderung, dass derselbe für unabhängige Werthe der Variationen dl, 
dm, ... Ön" gleich Null werde, erzeugt das System von neun gewöhnlichen 
Differentialgleichungen, welches in Verbindung mit der Gleichung (5“.) 


‘1.) in den mit dem Factor 














() — abe = a,b,cC, 


die Abhängigkeit der neun Functionen /, m, ... »” und der Function 5 von 
der Zeit £ determinirt. 


2. 
Es sind jetzt die mechanischen Begriffe anzuführen, welche bei 
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der aufgestellten Forderung ins Spiel kommen. Die Masse des bewegten 
( 


\ 270 \ ! Ang opt. i 
flüssigen Ellipsoids hat den Werth —— . die halbe Summe der vorhandenen 


« 





lebendigen Kräfte bestimmt sich aus den Gleichungen /4.) vermittelst der mehr- 
fach angewendeten Integrationen folgendermassen 


as  deN )+ (a + ( da\\ ,, ER An ER. 
ta) JIIN m) rar) ar) Jdrdydz - B 2a)’ 
das Potential des Ellipsoids in Bezug auf sich selbst erhält den bekannten 
In G 
ufffv dedydz = 52H, 
| we af I abc ds KRAUN 
\ I’ Yls--a’)(s-+b’)(s + c” 


Auch gehört das Resultat hierher, dass die über das ganze Ellipsoid ausge- 


Ausdruck 





dehnte Summe von den Producten jedes Volumenelements in das Quadrat der 
Entfernung zwischen dem betreffenden Element und dem Mittelpunkte des 
Ellipsoids durch die Gleichung ausgedrückt wird 


| ir ) ) ir 4: () 
ıf// e+y-+z)dedydz = Boch G. 
(22.) £ ‘ 15 
| 


.) 


Das Integral (22.) repräsentirt für das hydrodynamische Problem einen me- 
chanischen Begriff, auf den in dem Aufsatze: über einen algebraischen Typus der 
Bedingungen eines bewegten Massensystems, dieses Journal. Bd. 66. pag. 363 
aufmerksam gemacht ist. In der Abhandlung: Sütze aus dem Grenzgebiet der 
Mechanik und der Geometrie*) habe ich diesen Begriff unter einem allge- 
meineren Gesichtspunkte erörtert, und die betreffende Literatur möglichst voll- 
ständig angegeben. 
Nach (21.) ist die vollständige Variation der Function H diese 


IH = ı/- abe ds Be ada böb cöc 











 VYls+a)(s+b’)(s+c”) abe sta? s+b? s-+c’/? 


daher darf der Ausdruck (19.) mit Benutzung der Gleichung 9 = abe so dar- 


gestellt werden 


2% 


23.) 24. 0-20H+2H- 20. 


I 











*) Mathematische Annalen von Clebsch und Neumann, Bd. 6, pag. 416. 
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Das Verschwinden dieses Ausdruckes, mit der Gleichung (5*.) zusammenge- 
nommen, bildet zugleich die nothwendige Bedingung dafür, dass die erste 
Variation des Integrals 


24. Sz(2)+ 22 H).dt 


für feste Anfangs- und Endwerthe der neun abhängigen Variabelen /, m, ... »" 
unter Voraussetzung der Gleichung /5‘.) gleich Null werde. Das Element 
des Integrals (24.) ist gleich dem Product des Zeitelements in das Aggregat 
aus der halben Summe der in dem flüssigen Ellipsoid vorhandenen lebendigen 
Kräfte und des Potentials der flüssigen Masse auf sich selbst, durch ein Fünftel 
der Gesammtmasse dividirt, und diese Gesammtmasse ist nach (5”.) unveränder- 
lich. Das in Rede stehende Variationsproblem gehört zu denjenigen Problemen, 
über welche dieses Journal, Bd. 74. pag. 110 allgemeinere Betrachtungen an- 
gestellt worden sind. Man darf nach den dort entwickelten Grundsätzen den 
Ausdruck gebrauchen, dass bei dem gegenwärtigen Problem das Hamiltonsche 
Variationsproblem auf die Bewegung eines Punktes in einer Mannigfaltigkeit 
von neun Dimensionen ausgedehnt ist, dass die neun Coordinaten /, m, ... n" 
des fingirten Punktes durch die eine Gleichung 9 =a,b,c, verbunden sind. 
und dass das Quadrat des Linearelements in jener Mannigfaltigkeit durch das 
Aggregat der Quadrate Id!” dargestellt wird. während die Function 22H den 
Platz der Kräftefunction einnimmt. 

Diese Function ist vorhin mittelst der Halbaxen «a, b, c ausgedrückt. 
Eine unmittelbare Darstellung durch die Grössen /, m, ... »” folgt aus der 
Bemerkung, dass für einen indefiniten Werth s die Verbindung 





” 2x r IN / ax 

" s+a’)(s+-b)(s+c’) 

(25.) A 2 2 7. > . 
ab’c 


zu der quadratischen Form der Variabelen Ss, », Z 


i 


* u 2 rg 3 ! N °\ 
(26.) A re” +s(& Top TZ; 


als Determinante gehört. Vermittelst der Gleichungen (6.) und 7.) geht die 
Form (26.) in die Form 


DV I; ur Bi 4 TI, . Y u wii 

27.) at +2°+s(() +(#)+(%)) 

\ rY i ' a, i b. J I C, J 
über. Es mögen nun in dem System (4.) die zu den /, m, ... n” vehörigen 
Unterdeterminanten respective mit 4, u, ... v” bezeichnet werden. dann eiebi 
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die Auflösung das System von Gleichungen 


Axt y As 














\ a, J ® 
Lg Bet 
28.) ‚% _ P=TPYTP®» 
\ ) \ gg Br [£ ’ 
b, ) 
\ % 
FR ve+vVy4+V"'z 
\ ( IR () 


Wenn man mit Hülfe desselben die Form (27.) als eine Form der Variabelen 
x, 9, 3 darstellt, so muss die zugehörige Determinante gleich der Deter- 
minante (25.) der Form {26.) sein, weil die Substitutionsdeterminante Z+«a/y" 
des Systems (6.) den Werth der Einheit hat. Die wirkliche Bildung der be- 
zeichneten Determinante giebt die Relation 


(s+-a’\(s+- bs c” + Pr Zst 8’ 
(29. \ I h /\ J au L 


a’b’c’ J' 








und diese liefert für die Function 4 die gesuchte Umformung 


- Yds 
30) H= af Po 
\ | vs’+S’s’+ 232’ 0’ 


Die Einsetzung dieses Integrals in den Ausdruck (23.) und das Inte- 








gral (24.) lenkt den Blick auf die algebraische Structur des in Rede stehenden 
Problems. Unter dem Zeichen des Integrals (24.) kommt ausser der quadra- 
{ischen Form von neun Differentialen Zd’” nur die Function H vor, diese ent- 
hält die Variabelen /, m, ... »’ ausschliesslich in den drei rationalen ganzen 
Functionen ZU’, 34°, © 
stantsein die Bedingung des Problems ausmacht. Der von Herrn Dedekind 


‚„ und © ist zugleich diejenige Function. deren Con- 
gefundene Reciprocitätssatz beruht, wie Riemann 1. ec. Art. 5 bemerkt hat. auf 
der Berechtigung, bei dem System der Variabelen /, m, ... rn’ eine Vertau- 
schung der Horizontalreihen und Vertikalreihen. und gewisse Aenderungen 
der Vorzeichen vorzunehmen. Diese Vertauschung und diese Aenderungen 
sind so beschaffen. dass bei denselben sowohl die quadratische Form Id/', 
wie auch die Verbindungen 7’, &%°, © ungeändert bleiben. und daraus kann 
die angeführte Berechtigung abgeleitet werden. 

Die Coefficienten der orthogonalen Substitutionen (6.) und 7.) sind so 
lange vollständig bestimmt, als die drei Grössen a‘, b’, ce’ von einander ver- 
schieden sind, das heisst, so lange als das Nullsetzen der rechten Seite von 
29.) für die Grösse —s drei verschiedene Werthe liefert. und die Coef- 
ficienten werden für den Fall des Gleichwerdens von zweien dieser Grössen 
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unbestimmt. Danun Riemanns Transformation des hydrodynamischen Problems 
die Grössen a, b, ce, die Verbindungen 


' 2 ' o 2 
da RT dP au, dy n de, ı, dB, ou, 


a FR. ne I a. 1. BE 
dt "urn dt’ dt Tu PN dt dı> 





und die durch Zeigerverlauschung aus diesen hervorgehenden vier anderen 
Verbindungen als neue Variabele einführt. so schliesst der erwähnte Artikel 
den Fall der gleichen Axen aus. Die vorhin ausgeführte Reduction auf das 
Variationsproblem des Integrals (24.). und das Verschwinden des Ausdrucks 
(23.) ist aber an die Ungleichheit der Axen nicht gebunden und hat einen 
völlig allgemeinen Character, der durch die Vergleichung des resultirenden 
Systems von Differentialgleichungen mit dem von Dirichlet aufgestellten System 
von Differentialgleichungen («a.) leicht bestätigt werden kann. 

Für den Fall, dass die Grössen a’, b’, ec’ unter einander verschieden 
sind, gelangt man zu einer algebraischen Darstellung der Substitutions- 
coeffiecienten @, P, ... 7" bei dem erwähnten Uebergang von der Form (26.) 
der Variabeien 5, „, { zu der Form (27.), als einer Form der Variabelen 


x, y, z, und zu einer algebraischen Darstellung der Substitutionscoefficienten 


Cs Dis » + Yı bei einem Uebergange von der Form (26.). als einer Form 
r . £ N] Ö . z m \ . r 
der Variabelen ar Pr au der Form (27.). als einer Form der Va- 
( ’ \ d 4 


D L, Y, S .. . - = .. . . .. A 
riabelen —-. 5 ». Für diesen Zweck genügt die allgemeine Theorie des 
( ; > 


0 





Hauptaxenproblems. und ich erlaube mir wegen des hierher Gehörigen auf den 
Beitrag zu dieser Theorie zu verweisen. welcher in den Abhandlungen der 
Berliner Akademie vom Jahre 1873 erschienen ist. Der vorliegenden alge- 
braischen Frage eigenthümlich ist die Darstellung der vollständigen Variationen 
der Grössen a, b, e als Functionen der neun Elemente /, m, ... n”. Wenn 
man in (6.) die Grössen ®, y, = durch ihre aus (4.) genommenen Ausdrücke 
ersetzt, und die hervorgehenden Werthe der 5, 7, I mit den aus (7.) resul- 
tirenden Werthen vergleicht, so entstehen die Relationen 


> = ol +Pm -+yn, 
(31.) ‘apı = «el! +Pßm +yn, 
ayı = el" +Pßm"-+yn”, 


und zwei entsprechende, den Grössen b und ce zugehörige Relationen. Man 
variire die drei Gleichungen (31.) vollständig, multiplieire successive mit «.,. 
Pi, 7, und addire, so kommt, da der Ausdruck 
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(dal+dßm+dyn)o,+(dal+ dm +dyn')B+ (dal dm" +dyn" 
in Folge von den Gleichungen 
( = al +pl Hl”, 
(32.) (aß = wm+P,m'+y,m, 
= an+Pın-+yın, 
die eine Consequenz der neun angegebenen sind, gleich dem Ausdrucke 
acda+apödp-+aydy, 
mithin gleich Null ist, für die Variation da der Ausdruck 
(da = an,dl +ßa,dm +ya,Ön 
(33.) | +aß,dl +PPıdm +YyP,cdn 


| ‘ 


Die Variationen db und de werden durch die gleichnamigen Verbindungen 


+ 07,0" +Py,dm" +yy, da”. 

der beiden orthogonalen Substitutionen dargestellt. welche beziehungsweise mit 
einem Accent und mit zwei Accenten versehen sind. Sobald die Gleichung 
(33.) auf beiden Seiten mit der Grösse 2a multiplieirt wird. so können in 
dem Ausdruck der rechten Seite entweder mit Hülfe von (31.) die Grössen 
Cs Ps /ı oder mit Hülfe von (32.) die Grössen @, #, y eliminirt werden. 
Hieraus entstehen beziehungsweise zwei Ausdrücke der Varialion des Qua- 
drats @°, welche in der Gleichung (11.), Art. 1 des angeführten Beitrages zu 
der Theorie des Hauptaxenproblems bei Anwendung auf die erwähnten zwei 
Transformationsaufgaben enthalten sind. und von denen der erste Ausdruck die 


Bestimmung der Coefficienten @, 9, ... y", der zweite die Bestimmung der 
Coefficienten &,, fi» ... /ı vermittelt. In der genannten Untersuchung treten 


zwar die Variationen da’, db’, de’ auf, dagegen die Variationen da, Öb, 
de nicht. 


3. 
Wenn man in dem Ausdruck (23.) statt der Variationen d/, dm, ... On” 
geeignete Systeme von Werthen substituirt. so folgen aus dem nothwendigen 
Verschwinden des Ausdrucks die sieben allgemeinen von Dirichlet aufgestell- 


ten Integrale des betreffenden Systems von Differentialgleichungen. Die Werthe 


dl dm dn’ 


ma!‘ I führen zu einem Integral, welches bei den Variationspro- 


blemen dieser Art stets vorhanden ist, und das gegenwärtig mit dem Satze 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIIL. Heft 3, 33 
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von der Erhaltung der lebendigen Kraft zusammentrifft, 


34) 42(2) = &(H+9). 


Die successive Ersetzung der Variationen d/, dm, . 
systeme 


. 0%” durch die Werth- 


| Gh m U mM 0 gg m" 
' n 0 —I/ n 0 —f n" 0 —_!" 
—m I 0 —m ! 0 —m” l' 0 


und durch die Werthsysteme 
| 0 0 0 —!’ —m’ —n" ! m' n 
(A Zr u ae 0 0 -I -m —n 
| —! —mM —n 1 m n 0 0 0 
hat die Wirkung, die vollständigen Variationen der Verbindungen S7?, 3, 


© und daher auch der Function H zum Verschwinden zu bringen, und den 


ur, . Een o 
Ausdruck & RE dl zu einem nach f genommenen vollständigen Differential- 





quotienten zu machen. Es entstehen daher durch die Anwendung von (35.) 
die drei Integrale 


 dn dm ‚ dn’ ‚ dm! „dn' ‚, dm!" 
EEE TE WET Fe 

v dl dn ‚dl ‚ dn' „ al" „ dm’ 
EL A oa 

dm di , „ dm! ‚d! _ „, dm! „dl 
da Aare Sache Meere Mi Me 


welche sich auf die Erhaltung der Rotation beziehen, und durch die Anwen- 
dung von (36.) die drei Integrale 


u. dl" „A __.,dm" ‚, dm’ ‚ dn” „ dn’ 
A ne Br Wrede Hrn Wehe A 

Pu di" „dm dm" , „ dn dn' 
Mac via: Janet Stsiken Merk: Ari Jin Merken 

di ‚dl dm' ‚ dm | dn' ‚ dn 
rt ne et 5 Ui 


welche die drei Flächensätze bilden. Die Integrationsconstanten sind mit 9, 
An, Ars Aus G., CAR CA notirt. 
Der Nachweis der Möglichkeit der charakterisirten Bewegung kommt 
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nach einer von Dirichlet |. c. $. 2 nachdrücklich hervorgehobenen Bemerkung 
darauf hinaus, zu zeigen, dass, wenn für eine beliebige Zeit die Werthe von 
I, m, ... n" und ihren ersten Derivirten als endlich und völlig bekannt vor- 


ausgesetzt werden, aus den aufgestellten Gleichungen die Werthe der zweiten 
d’!I d’m d’n" 
u ee „ 


geben sich für uns unmittelbar, indem in dem Ausdrucke (23.) die Factoren 
der Variationen dl, dm, ... Jn"” gleich Null gesetzt werden. und es bleibt nur 
nachzuweisen, dass die Function o einen bestimmten endlichen Werth hat. Dem 
Variationsproblem des Integrals (24.) entspricht der Ausdruck (23.) in der 





Derivirten 





abgeleitet werden können. Diese Werthe er- 


Weise, dass die Bedingungsgleichung © = a,b,c, nach Lagranges Methode des 
unbestimmten Factors behandelt ist. und dass dessen Stelle von dem Ausdruck 
—2:H-+20 eingenommen wird. Der bekannte Verlauf dieser Methode ge- 
stattet aber den Schluss, dass in dem vorliegenden Falle, wo die Form Id!’, 
das Aggregat der Quadrate von neun Differentialen, unter dem’ Integralzeichen 
steht, die Function o gleich einem Ausdrucke wird, dessen Nenner ein Aggregat 
von neun Quadraten ist, die nicht gleichzeitig verschwinden. Aus der Be- 
dingung (5”.) folgen die beiden Gleichungen 





d9 dl 
ee ER 

Ei ar re 

ARE ar SER, NT 
A zZ A re 


Man hat daher behufs der Bestimmung von o in (23.) die Variationen Öl 
dm, ... Ön” respective durch die Grössen 4, u, ... v" zu ersetzen. Dann 
geht IT in 28/1 = 609 über, ferner, da 84° gleich dem Aggregat der drei 
Ausdrücke ist, welche aus der Verbindung 


> 


(’+m’+n?)("+m"+n") — (U-mm+nn') 
durch Zeigervertauschung entstehen, die Variation d&%A in JOFT, und dO 
in &4°. Nach (30.) ist 


* NP’ +HöLis+0G’)ds 
(7 5) = HL’ +24 s+ 09’) 





’ 


und dieser Ausdruck verwandelt sich bei der angegebenen Substitution in 
den folgenden 


st fi ae +91: 12924 I ui nf A ) ), 
m (s? by ee BYE S- @°)3 Fr” : 4 % ($ +27 s ze Ni’s 4 °)4 } 


33* 
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welcher dureh Ausführung der unbestimmten Integration den Werth —27 er- 


hält. \Venn man also diese Substitution in (23.) ausführt, und den Ausdruck 
d’o ad. ' s e \ ' 
Aus 39.) subtrahirt, so ergiebt sich für o die Gleichung 


dl 
| 7) | BTL 
) An ud- = (0). 
AN.) ut er9- iz 0 





Zufolge der Gleichung (29.) ist der Factor I4° gleich der Verbindung aus 
den ‘uadraten der Halbaxen ’e+e«d+ab. 

Die Function G= 32T, welche vorhin durch die Gleichungen (22.) 
eingeiührt ist, steht zu dem Variationsproblem des Integrals (24.) in derselben 
Beziehung, wie in der citirten Abhandlung: Sätze aus dem Grenzgebiet der 
Hechanik und der Geometrie die mit fu(w) bezeichnete Function zu dem Va- 
rialionsproblem des dortigen Integrals (26.). Sobald in dem obigen Ausdruck 
23.) für die Variationen dl, dm, ... dn” die Variabelen /, m, ... n” selbst 
eingesetzt werden, so entsteht eine Darstellung des zweiten nach # genommenen 
Differentialquotienten der Function @, welche Darstellung in der Formel (39.) 
der so eben erwähnten Abhandlung als specieller Fall enthalten ist. Ver- 
möge der bezeichneten Substitution geht jede homogene Function der Va- 
riabelen /, m, ... n’ nach dem Eaulerschen Fundamentalsatze in die mit ihrer 
Gradzahl multiplieirte Function über, so dass sich IF’ in 287, Ö837° in 


43,7, 00 in 39 verwandelt. Somit wird aus der schon gebildeten Variation 


‚HN ı,, 1 
Ö (5) der Ausdruck 





=}, RE +487s5-1L60°’ds 


2 SHE’ 2549}? 


. 
() 


welcher gleich dem Aggregat der beiden Integrale ist, 


% in. ‚% 
)- üs 9 s 
MT 3 ı y’72,.2 | PER. Ga2\4 — d ao enRas ı v”;2 > 2\ 1 . 
\$ +2 ’+ 225409 ($ +-.ls A SG): 


) () Er. 








Das zweite erweist sich durch Ausführunse der unbestimmten Inteeration und 
>, je] 


ne \ 2H 
Einsetzung der Grenzen als verschwindend, das erste ist gleich — — 


I 
Da u -n : 00 , 
nach wird in (23.) das Aggregat —2edH-+ 2:H in den Ausdruck 22H, 


: Dem- 





\ Si: . | ' 
der Bestandtheil — 20 —- in den Ausdruck —60 verwandelt, und es resultirt 
aus dem Verschwinden von (23.) die Gleichung 


ad’ 
4) = 


=! = — 2: H +60, 
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aus der für die Function @ die Bronme 


dl 


RE d’G . ap 
(41) — >(—) = —2:H +60 


di“ = 


hervorgeht. Die Function @ kann vermöge der Gleichung (29.) auch durch 


die Verbindung aus den Quadraten der Halbaxen 4a +b’+c’) ausgedrückt werden. 


pe 


4. 


, dn di a" dm" „ 
Sobald die Differentialquotienten —., - .—. R für den Anfane 
dt dt dt dt 


der Bewegung gleich Null sind, so bleiben die Variabelen z, »', !’, m’, deren 





Anfangswerthe nach (4°) an sich gleich Null sind, für die ganze Dauer der 
Bewegung gleich Null. Denn wenn man aus dem vorgeschriebenen Ver- 
schwinden des Ausdrucks (23.) die Werthe der zweiten Differentialquotienten 
En d’n" d’i" d’m! 
"Aue ar ae 2 
drücken, welche die betreffenden partiellen Differenlialquotienten der drei Ver- 








ableitet, so sind diese gleich Aggregaten von Aus- 


bindungen I7, 37°, © zu Factoren haben. Die genannten parliellen Diffe- 
rentialquotienten werden aber mit jenen vier Variabelen gleichzeitig gleich Null, 
und daraus folgt sogleich das Behauptete. Der hier herausgehobene Fall trifft 
mit demjenigen zusammen, welchen Riemann |. ce. Art. 7 untersucht hat, und 
er umfasst auch den von Dirichlet |. c. &. 6 behandelten Fall eines Rotations- 
ellipsoids. Durch die in Rede stehenden Annahmen gehen die Gleichungen 
(4.) in die Gleichungen 





T 7 
z=i—-+m 
a 7 b, ’ 
x u, 
42.) (y=l+m, 
i \‘ a, b, 
7 S 
. —— er 
- ce, 
über, und die affıne Beziehung zwischen den Räumen, welche vorhin S und 


S,, g 
z,—Axe in S, entspricht. Hiemit bleibt die in die s-Axe fallende Hauptaxe 


senannt worden sind, wird eine solche, dass die s-Axe in S stets der 


des flüssigen Ellipsoids in ihrer Lage ungeändert, und bestimmt die Richtung, 
um welche in der Flüssigkeit allein Rotation stattfindet. Da gegenwärtig die 
vier Variabelen /, m, 7, m’ eine zusammengehörige Gruppe bilden, welcher 
die eine ae »" gegenüber steht, so möge für Summationen, die sich 


BD’O 
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ih h Q 
nur auf die vier ersten beziehen, das Zeichen N gebraucht werden. 
sei ferner 


(43.) KH m + 4m") = 4IE, 
| N= Im —[/m, 


dann bestehen die Gleichungen 


er —= 2K+n” 
(44) (34 = 2Kn”+N? 
0 = Nm", 


und die Gleichung (29.) ergiebt die Gleichung 


4 


h) 


45.) (s+a)(s+b’)(s+cC) = (?+2Ks+N)(s+n”), 


welche sich vermöge der über die Anfangswerthe getroffenen Bestimmungen 
in die Gleichungen 


(" La?)\(s+5b’) = ®+2Ks+N?, 
(46.) ab = N, 
| ce =m 


auflöst. Demnach nimmt die Function H die Gestalt an 

m ds 
1 V&+2Ks+N)cs+n”) ’ 
und aus (23.) wird der Ausdruck 


(4) H=n 











4) Nr on —20H+ HI 202. 


Was die vorhandenen allgemeinen Integrale anlangt, so erscheint das 
in (34.) ausgedrückte Integral der lebendigen Kraft gegenwärtig wie folgt 


(49.) (4 ) + (I) = = 2: (H+9). 


Die geltende Voraussetzung bewirkt ferner, dass in (37.) und (38.) die Aus- 
drücke verschwinden, welche den Constanten A, Ay, Er, Ex gleich gesetzt 
sind. Die beiden übrigen Integrale nehmen, wenn bei W,, und G,, die Zeiger 
fortgelassen werden, die einfachere Form an 


dm di  „ dm!’ ‚di! 


RN art mr 
(WM, 
. dl' ‚dl dm!’ ‚dm 

Ir rer Sufeut Bernie Dee 


u) 
un 


Aus 


T 
ff <. 


und 


des 


ent: 
ent 
ind 
feh 
har 


br 


Gl: 


M 
dı 
di 
di 
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Aus (40.) wird die Gleichung 











U dm’ dl dm dn”’ dN _| 2Kn'”’-+ N? 
F . NZ — | e\ — 2 —— ö zn 7 a ), 
(51.) AA a a d/ dr + ten 9% Z 0, 
und aus (41*.) die Gleichung 
un UK d’(n’” Y/dIN’ (du? \ 
A» ( a 63 Piel AR u 2). a ) 
m. ‚DIE ı Da’ Ta BEE U 


Das System von Differentialgleichungen. welches dem Verschwinden 

des Ausdrucks (48.) unter Berücksichtigung der Bedingungsgleichung 
= Na’ = a,b,c, 

entspricht, ist von der achten Ordnung, und die Gleichungen (49.) und (50. 
enthalten drei Integrale desselben. Nach einer Bemerkung Riemanns sind 
indessen nur noch drei Integrale aufzusuchen. mit deren Hülfe die beiden 
fehlenden auf Quadraturen zurückgeführt werden können. Um den Zusammen- 
hang nicht zu unterbrechen und wegen der dabei zu Tage tretenden alge- 
braischen Beziehungen gehe ich auf diese Zurückführung näher ein. 

Es leuchtet ein, dass augenblicklich an die Stelle der Systeme von 
Gleichungen (6.) und (7.) die beiden Systeme treten 








(® = ac+Ppy, 
d- ) ' f A]j 
(93. nn = wc+Pßy, 
I: = R 
& Bu 0 LT, > U, 
BT a 
\ a A, b, 
r N 5. , y 
(54 ) — — 0, — +/ —, 
\d a u” 
| S zn 5, 
c c 


Mithin darf man die vorhandenen Substitutionscoefficienten folgendermassen 
durch die beiden Drehungswinkel % und w ausdrücken, von denen der erste 
die Drehung der beweglichen Hauptaxen des flüssigen Ellipsoids, der zweite 
die Drehung von den Bildern dieser Hauptaxen in dem mit S, bezeichneten 


Raume misst, 


a = 0059, P =sing, 
ser \« —= —sing, P' = c0sg, 
99.) \ 

% = cosy, P,=sinw, 

—sinw, 9, = 008. 
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Diese Werthe mögen in den Ausdruck (33.) der Variation da und den ent- 
sprechenden Ausdruck der Variation db substituirt werden, wobei zu beachten 
ist. dass die Grössen y, /,, y', zı den Werth Null haben. So entstehen die 
Gleichungen 


‚da = cospceoswül+cospsin wdm 
2‘ \ + singpeoswol+sin psinw dm’, 
ID.) 
\ / . s . 
2 = sing sinwdl— sing coswdm 


— cos psinwöl+cospcoswdm'. 
Hieraus folgen die Gleichungen 
157. | (ab) = cos(p+ w)d(I—m')-+sin(p+ w)d (lm). 
"TR d(a+ b) = cos(g— y)d(l-+-m')-+sin(p—w)d(I’—m). 
Nun ziehen (46.) und (43.) die Gleichungen nach sich 
(a-b) =2K-2N = (lm )+(l+m), 


(a+b)" = 2K+2N = (I+m'’+(l—m), 


(58.) 





und daher gelten die Relationen 








0 em =r2K—2Ncos(p+Y), T+m=y2K—2Nsin(p+Y), 
(U) \ 








(+ m’ =y2Kh+2Ncos(p—y), U—m=y2K+2Nsin(g—w). 

Die Kenntniss der Grössen A und N und der Winkel g-+w und p—w er- 
giebt also unmittelbar die Werthe der vier linearen Verbindungen /—m’, I--m'. 
!+m, !—m. Die Winkel 9+w und 9—w lassen sich aber durch Quadraturen 
bestimmen, sobald A und N als Functionen von f gefunden sind. Aus (59.) 
folgen für die Differentiale d/g+w) und d(p—w) die Ausdrücke 


(d—m')d(l + m) — (l!+m)d(l— m") 








60.) cite u 2K —2N 
en) / | 
n _ (dtm)dlt—m)— (!— m)d(l+m') 

law) 7 IK-2N | 


Die betreffenden Zähler hängen mit den in (50.) auftretenden Constanten G 
und A so zusammen 














’ „ dl a I(I— m’ | 
(mE mE = ar 
m R dt / di 
(61.) Pr 
my Um) , N Em e__gr 
Jam) . (U—m) Fr = E—N, 


und daher werden die genannten Winkel, deren jeder für den Anfang 


Bew 





Die: 
(a+ 
der 


lich 
rial 


bin 


vo 


un. 
eji 
an 


au: 


be 


ul 
ul 





en 


|* 
te 





Bewegung gleich Null ist, wie folgt, dargestellt 
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A) dt 





[1% 1 — se 
vi Fre IK. 


t 


(62.) 


/ \ y 
Ip--w = / _ 
{ F w 


-aN ° 
-W) dt 


2K +2N 


Diese Gleichungen folgen durch Integration aus den Gleichungen (a—b)w=tr, 


(a+b)w =r' bei Riemann, 1. c., Art. 7 


Für die Bildung der Differentialgleichungen, welche die Abhängigkeit 


der Grössen K und N von der Zeit f ausdrücken, ist die Bemerkung wesent- 


lich, dass die ersten nach ? genommenen Differentialquotienten der vier Va- 


riabelen /, m, 7, m’ in den Gleichungen (51. 


d dN i ’ i R 
bindung —p Mur in den beiden Verbindungen 


vorkommen. 
(50.) durch die Functionen K und N und de 
ausgedrückt werden. 


beiden Gleichungen 








d(K—N) In dl — m 
(63 dt .. tom Br dt i 
7 )dcK+N) rt EL 
dt Te ABEL Br 


Diese Verbindungen können nun mit Hülfe der 


und (52.) ausser in der Ver- 
din’ di dm’ dl dm 
N) und dt dd dt de 


beiden Integrale 


ven erste Differentialquotienten 
Durch Differentiation nach f entstehen aus (58.) die 


d(!’ + m) 
dt , 


d(!’— m 


dt , 





r U+m 





+(T—m 


und vermöge einer viel benutzten algebraischen Identität folgen aus diesen 


und aus (61.) die Relationen 
































fd .IT/di dm’, /dV dm\'] /dK dAN\ . 
BE), AN N Medi Winnein, Dun I FE ee ac — (EN, 
FOR \AK-N a) rat) II a) er“ 
Im Sr „f[/dl, dm’ /d! dm - dK AN’ ve 
Mi u AB. 1 er > GE. SEES — ”__ 91\° 
lan+axı Fr L dat / er de / } “a u ) en". 
Diese liefern aber die gesuchten Darstellungen 
dK dN dk dN\ E aa 
EEE 4 ( 19 n_ 5 SZ \ 
\ 2S( =) 2% (3 dt dt er) . m * ) Big \ 
65.) / N ” 2K —2N pro N u 
ERS dK dNN $_ (IE, 
Iıca dm’ dd! dm\ _ (3 u )+@ ( dt +7 a) + m 
dt d de dd’ 2K —?2N 2K+2N 


Wegen der Gleichung Nn»" = a,b,c, kann statt 
n" bestimmt werden. 


K und »", indem man den Factor von dan” in 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIII. Heft 3. 


der Function N die Variabele 


Man erhält zwei Dilferentialgleichungen für die Grössen 
(48.) gleich Null setzt, und die 


34 





















Gleichung (52.) bi 


hat Riemann |]. c. 


treten kann, sobald die Constante E-+ 
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nzufügt, nämlich 


d’n" n.oH H 20 


— b ! 


— ı St- E— 4 — 
\ dt‘ on" nn! ' mM"? 








den Schluss gezogen, dass die Verbindung K—N nicht Null 
werden, das heisst, 


dass das Gleichwerden der Halbaxen «a und 5 nicht ein- 
A einen von Null verschiedenen Werth 





6) Ya BL ll 
d N j ( n’' ( ‘ f 3 
ATE ww -N5(7 ) = — 2: H--60. 
(6: 
a; dl - dm’ di dm a 
Durch (51.) und 65.) sind S(7 y. va a 2 und o zu eliminiren, 
dt dt dt 
dN dn" u a . j \ i 
und —— ist durch ” auszudrücken. Die Gleichung (49.) wird durch Sub- 
Ü 
stitution des Werthes von S(z r) aus (69.) zu einem Integral des so eben Ä 
. Die 
aufgestellten Systems von Diäsrbniielgieiöhnägen (66.); aus diesem Integral hältı 





hat. Die Voraussetzung, dass &-++- nicht gleich Null sei, wird hiermit aus- ech! 
drücklich eingeführt, und dadurch das Verschwinden von K—.N ausgeschlossen. nim 
We 

>. 


Wie schon erwähnt, würde die vollständige Integration des Systems 
(66:) noch die Auffindung von drei Integralen erfordern. Es wird jetzt die auc 


Annahme erörtert w erden, dass die halbe Hauptaxe ce des Ellipsoids einen im 


der 
Verhältniss zu den beiden anderen halben Hauptaxen sehr grossen Werth 
habe und behalte. Diese Annahme, deren Berechtigung vorerst nachgewiesen sen 
werden muss, kommt der Verfügung über zwei Integralionsconstanten gleich; oe 
o 


mithin bleibt dann nur noch eine Integration zu leisten übrig. Zunächst soll 


die Vereinfachung untersucht werden, welche durch die bezeichnete Annahme ss 








in dem Ausdruck der Function A hervorgerufen wird. In der Darstellung teg 

von FH, welche in (21.) gegeben ist, führe ich statt der Variabele s eine neue bei 

BE Ss . . . 

Variabeie = —z ein, dann entsteht die Gleichung | 2] 
RER ” du e| 
we u ob | 

re 
Ir Y\“ (u u 
Aus derselben folgt, indem erstens das Integrationsintervall in zwei Theile 
getheilt wird, die sich von O bis 1, und von 1 bis x erstrecken, und indem D; 


zweitens gleiche Elemente addirt und subtrahirt werden, die fernere Gleichung 





al 
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H y du FR Ze f® du 
nab J = du / == 
IT ne 


| FE 1 au Die du 
( 68.) u — ir u 
) \ as uyu—l 
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\ du 
nn un OR 
f 1 Yu+- u ” (u- ) 
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Die beiden Integrale der zweiten und der dritten Zeile nähern sich. wenn e im Ver- 
hältniss zu a und 5 über jedes Mass hinaus wächst, der Null. Denn der Ausdruck 


TonCa om 


a Bruche. dessen numerischer Werth mit wachsendem # immerfort ab- 





——1 ist für positive Werthe von x gleich einem negativen 





£} [3 * * C b .e 27 “ [2 .. 
nimmt. und bei hinreichend grossem - und — für einen beliebig zu wählenden 
. - d 


Werth von a der Null beliebig nahe kommt. Da nun der Factor 




















a 1 2 ir. 
uyu-—1 Yu+1i1+yu-+1, 
auch für «= 0 endlich bleibt, so gilt die aufgestellte Behauptung für das erste 
. I 
der in Rede stehenden beiden Integrale, und da der Factor = bei wach- 
uyu- 


sendem # wie a: abnimmt, so gilt die Behauptung auch für das zweite der 


H 
genannten Integrale. Demnach wird die Function er bei wachsenden Werthen 
( 


C 6.0: a x no 
von — und 7 mit beliebiger Genauigkeit durch das Aggregat der drei In- 


tegrale dargestellt. die sich in der ersten Zeile der rechten Seite von (68. 

befinden. Wie sich leicht ergiebt, hat das erste von diesen den Wertl 

105 te tVb+e 
a+b 

setzt werden darf; ferner hat das Aggregat des zweiten und dritten Integrals 

den Werth 2log2. Somit resultirt für die Function H die Gleichung 


4e 








„ welcher gegenwärtig durch den Werth 2log er- 


a—+b 





69.) HA = 2nablog 
Fu 


Dieselbe verwandelt sich. indem man die Gleichungen e=n", (a+b"=2h-+2N, 


ab=N anwendet, und die constanten Anfangswerthe A‘, und N, einführt, in 
31* 


2 
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die Gleichung des 
x” K-+N i 
/ \ u“ \ wir 
(70) H= aN(log —— — —log— 
K,+N, E+N/ sch 
Es kommt jetzt darauf an, sich zu überzeugen, dass, wenn für irgend Hal 
. . . f} r Pen . P} a 
eine Zeit die Halbaxe n” einen im Verhältniss zu den beiden anderen Halb- 
N da" k ist 
axen a und b sehr grossen Werth hat, und wenn zugleich zz -® ist, der ei 
N 
Ban a d’n" . ie; h 
Differentiaiquotient Erz verschwindet; denn unter diesen Verhältnissen bleibt 
der einmal angenommene Werth der Halbaxe »” beständig derselbe. Wenn 
. .. oH an . . . 
man den Ausdruck für H und für Zn aus 70.) entnimmt und in die erste 
ort 
> 
Gleichung (66.) einsetzt, so erhält man lie 
FEN d’n” den N '? en 20 S 
(1) —r = — - ea (log - FIT — log rt sc 
di n | le 
de 
- ; ) a d’n’' 
Dieser Ausdruck des zweiten Differentialquolienten —yr hat offenbar, wofern 
die Grössen K, N und o in festen Grenzen eingeschlossen bleiben, die Eigen- fü 
nd ) ; . . Fr n"' . \ st: 
schaft, für einen hinreichend grossen Werth des Verhältnisses IN gleich einer ' 
ya” | ie 
beliebig kleinen Grösse zu werden, da die einzelnen Summanden, und nament- 
. ? 6 Sn"? 
lich auch der Summand —2eryN: Ir R- nach dem bekannten Ver- 
halten des Logarithmus, diese Eigenschaft besitzen. Die Grösse o wird durch ul 
die Gleichung (51.) bestimmt, welche, mit der Grösse 9 = Nn” dividirt, die \ 
folgende Gestalt annimmt F 
di dm' d!V e) „dn” dN \ 
a, Au u "dt dt 20 /’2K, N 
2) — | — +4n- (+) = 0. 
N n N N Be ee 
In Folge der Unveränderlichkeit der Grösse = Nn’ ist der Ausdruck ( 
id 1 dw q 
Ndn n" di { 
und daher gegenwärtig verschwindend. Vermöge der Gleichung (72.) gründet 
sich somit die Endlichkeit der Grösse o und deshalb auch die Endlichkeit des 
Druckes in der Flüssigkeit, auf die Endlichkeit der Verbindung | 


dl dm’ d! dm | 
dt d di dt 


Der Werth dieser Verbindung ist in (65.) ausgedrückt. Das Verschwinden 
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des Nenners K—N, oder das Gleichwerden der halben Hauptaxen a und b 
wird dadurch ausgeschlossen, dass der Constante E--A ein von Null ver- 
schiedener Werth vorgeschrieben ist. Wofern also zu der Zeit t=14, die 


a : dn!” , x 2 
Halbaxe »” einen sehr grossen Werth », und en den Werth Null erhält, so 


ist unter den angeführten Voraussetzungen für die ganze Dauer der Bewegung 


" A 


n =NHı. 


6. 

Bei der Annahme, dass die halbe Hauptaxe =’ unveränderlich den 
erossen Werth », hat, verwandelt sich das flüssige Ellipsoid in einen unend- 
lichen elliptischen Cylinder, und zwar hat der gegen die Axe senkrechte Quer- 
schnitt desselben einen constanten Inhalt, da die Bedingung Na’ = a,b,c, wegen 
der Gleichung » =», = c, zu der Gleichung 

73.) N=a,b 
führt. In dem Ausdrucke (48.) fällt der in die Variation da” multiplieirte Be- 
standtheil, wie sich gezeigt hat, fort, und das zu lösende Bewegungsproblem 
kommt auf die Forderung hinaus, dass die erste Variation des Integrals 


2a) SD HH+ HH) )+2eH)a 


# 





unter der Bedingung (73.) und für feste Anfangswerthe und Endwerthe der 
Variabelen /, m, /, m’ zum Verschwinden gebracht werde. Der Werth der 
Function H ist aus der Gleichung (70.) zu entnehmen; weil aber nach (73. 
die Gleichung N = N, = !,m, gilt, und weil der constante Bestandtheil 


T Sn, 
ıN,log 


_K,+N, 
der Function H auf das in Rede stehende Variationsproblem keinen Einfluss 
ausübt, so kann derselbe für die Auflösung des Problems ebenso wohl weg- 
gedacht werden. Dieses Problem ist dem allgemeineren Variationsproblem 
des Integrals (24.) durchaus ähnlich, und kann nach den vorhin erwähnten 
Anschauungen als das Problem der Bewegung eines Punktes in einer Mannig- 
faltigkeit von vier Dimensionen gedeutet werden, wo zwischen den Coordi- 
naten /, m, 7, m’ des fingirten Punktes die Gleichung N = /,m, besteht. und 


das Quadrat des Linearelements durch das Aggregat der Quadrate 


dl’ dm’-+- dl’ dm" 
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repräsentirt wird. An die Stelle der Function G = 4 7 tritt jetzt die Function | die 
kK=3(U-+-m+f+m”), indem sie bei dem Variationsproblem des Integrals (74.) | renti 
denjenigen Begriff ausdrückt, welcher in der mehrfach erwähnten Abhandlung: 
'Sülze aus dem Grenzgebiet der Mechanik und der Geometrie bei dem Va- 
rialionsproblem des dorligen Integrals (26.) mit f(x) bezeichnet ist. 
Man hat für das DR Problem in (50.) die Integrale 
a en 
| di ‚di dm ‚dm Bien 
F Were Sande Trauer Th ford 
wo die Constanten A und CE folgendermassen durch die Anfangswerlhe aus- lars 
gedrückt werden können 
wi m / En) A. 


(%5.) Die 


Me ar, Pr ) = 








gan 
fall 
Ferner dienen zu der Bestimmung der Winkel % und die Gleichungen (62.). | 
z a, ni A nal 
welche durch die Substitution N—= N, das Ansehen erhalten IM 
)i 
Be [ E+Mdt ia 
i\(o-vuvu = — - m Kul 
\' Y 2K—2N, ° 
ı ve 
( vr — I ei iu ZW 
f eye ” 2K 2: 0 2N, ' 
2 den 
. r s en d Pi 1: 
In dem Integral der lebendigen Kraft (49.) fällt der Ausdruck — wegen die 
4 
rr . “ . a. . ; Be 
der Unveränderlichkeit der Grösse »” fort. und durch Einführung der An- 
fangswerthe nimmt jene Gleichung mit Hülfe der Bezeichnung | Dil 
a UN Im \' x 2% ' 
a re) ei 
\ ü dt 0 dt 0 dt 0 dt /o . 
vo 
Sn, zu 
die von dem Bestandtheil 7 N,log —— SKIN der Function H befreite Gestalt an | 
de 
BER: dIN® /dm\’, /dUN®, /dm' K--N 
DEI CHAEIC- DE (A). )) = 4ei—2eaN,log Nr. sti 
u“. lm) \m/ Ta)’ N ee 2 
\. 
Die Constante X, hat den Werth A,=4/P+m,). Der Werth der linken er 
Seite von (77.) ist vermöge der ersten Gleichung in (65.) nur von den Grössen 
i dk [6 2 ; ' dN : 2. 
K und u ı abhängig, da N=N, und 7 ach zu sSeizen ist. \Venn man di 
( 


° . . . . u D 
daher den bezeichneten Ausdruck in die linke Seite von (77.) substituirt, und 
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die Gleichung mit dem Factor K’—N5 multiplicirt. so entsteht für den Dilfe- 
AH 


i dk u 
rentialquotienten —- die Bestimmung 


‘ TERN’ > 
2K\ —) = RK‘, 


\ x di / 


”.RK- KIN / 


vun 


lieraus folgt das letzte für die vollständige Auflösung des Problems er- 


3 


B 4 


forderliche Integral. welches die Zeit ?—#, als Funelion der Variabele X 


darstellt, 
” daR 
Bi 44 u ehe A 


Eck 


an | 


Die unter dem Quadratwurzelzeichen befindliche Function RA) muss für die 


r y « h} r ! ” 4 M IE 7 1 ho: rn r» \ ,y N > i I-a y ur .2 
Be Dauer der Bewegung positiv bleiben. Der Werth AK) kann keines- 


P.2u. f - = Tr}, »y > 2 m I an \ 1, and; ı/ı/Tr \ } = Er 
falls ı \eoval iv sei. ya nun R k iur den xieinsien möclic hen W erin von A. 

ämlir Ein 1.2.2 I. saneltea (Injneeı C VAN Fe - aa dam 
nämlich A=\N. oielch der negallVen LTOSSse — VNA 2N., ist. die nach deı 


vorgeschriebenen Eigenschaft der Constante C--NX nicht gleich Null werden 
kann. da ferner RK) für einen immerfort wachsenden Werth von Ä noth- 
wendig ebenfalls negativ werden muss, so existiren für die Function R’K 
zwei Grenzwerthe, welche dieselbe zum Verschwinden bringen, und zwischen 
denen R(K) positiv bleibt. Das Verschwinden der Function R/K) möge für 
diese beiden Werthe so erfolgen, dass das Integral (79.) oder der Werth 
£—t, immer gleich einer endlichen Grösse ist, und dies geschieht. wofern der 
an . dRCIN) TE 
Differentialquotient — ag mit R(K) nicht gleichzeitig verschwindet. Alsdann 
lehrt die Gleichung (7Y.), dass die Variabele A sich in gleichen Zeiträumen 
von einem Minimumswerth bis zu einem Maximumswerth,. zu dem ersteren 
zurück. und ohne Ende so fort bewegt. Die Gestalt der Durchschnittsellipse 
des flüssigen Cylinders schwankt deshalb. während der Inhalt der Ellipse con- 
stant bleibt, rein periodisch zwischen zwei Zuständen, in denen die Variabele 
K, das ist die halbe Summe der Quadrate ihrer halben Hauptaxen, ein Mini- 


mum und ein Maximum ist, 


\ ;) Tr . , . .: > . y 1; 
Durch die Einführung der Variabele A statt der Variabele ? erhalten 
die Verbindungen der beiden Drehungswinkel y+w und g— vr die folgende 


7 


Darstellung: 











Lipschitz, über das Dirichletsche hydrodynamische Problem. 
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Jeder der beiden FE setzt das Wachsen in dem Sinne ohne Ende fort, 
in dem es einmal begonnen ist. und wächst unter den erwähnten Voraus- 
setzungen jedes Mal um eine bestimmte unveränderliche Grösse, wenn die Va- 
riabele K ihre Periode vollständig durchläuft. Die Werthe der Variabelen /, 
!, m’ werden jetzt durch die Gleichungen (59.), in denen N = N, zu setzen ist, 
als Functionen der Variabele K so dargestellt 








Sg I—m' = Y2K—2N,cos(p+Y), T+m=y2K—2N,sin{p+ w), 
(81.) 





!+m' = | 2K-+2 2N,cos(g—w) .„ !—-m= y2K+2N,sin(p— w). 


Die Combination von (72.) und (65.) liefert endlich den Ausdruck der Grösse 
als Function von K 
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Demnach erweist sich die Grösse K als die naturgemässe A Va- 
riabele des gelösten Problems, und die Gleichung (79.), aus welcher durch 
Umkehrung die Abhängigkeit der Grösse K von der Zeit ? zu bestimmen ist, 
erhält für dieses Problem dieselbe Bedeutung, welche die Keplersche Glei- 
chung für das Planetenproblem hat. 


Bonn. den 9. März 1874. 
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Ueber die Theorie der Elektrodynamik. 
Dritte Abhandlung. 


Die elektrodynamischen Kräfte in bewegten Leitern. 


(Von Herrn H. Helmholtz.) 


Meine A Abhandlune im 72. Bande dieses Journals behandelt die elektro- 
dynamischen Wirkungen nur in ruhenden leitenden Körpern: in solchen beschränken 


sich die genannten Wirkungen auf die Induction elektromotorischer Kräfte. 
Dieser Fall erschien als der verhältnissmässig einfachste für die theoretische 
Behandlung, weil die bestehende elektrische Bewegung irgend einen Arbeils- 
werth, das heisst ein Potential, nothwendig haben muss, und der Werth 
desselben für geschlossene Stromleiter als wohlbekannt angesehen werden 
durfte. Der Zweck jener Arbeit war ein wesentlich praktischer; es handelte 
sich darum zu untersuchen. welche verschiedenen Formen der Werth der 
elektrodynamischen Energie für ungeschlossene Ströme etwa noch haben konnte, 
wenn man ihn für geschlossene Ströme durch die von F. E. Neumann dem 


\ 


Vater (beziehlich durch Gauss *)) gegebenen Ausdrücke als bekannt ansieht; 


w 


ferner bei welcher Art von Versuchen sich möglicher Weise Unterschie 
zeigen könnten, welche von den noch unbestimmten Theilen des Ausdrucks 
herrührien. Hielt man an der Wahrscheinlichkeit fest, dass gewisse allge- 


.- 


meinste Eigenschaften der bekannten Theile der gesuchten Ausdrücke auch 


1 


den noch unbekannten zukommen würden, so liess sich das. 


nn 


was zweifelhaf! 
blieb. auf den unbekannt bleibenden Werth einer Constanten A zurückführen. 
welche in der Lehre von der Elektrodynamik etwa dieselbe Rolle spielt, wie 
in der Lehre von der Elastieität diejenige Constante, welche das Verhältniss 
zwischen dem Widerstande gegen Compression und dem gegen Schiebung der 
Schichten angiebt. Ueber diese Constante ergab die Untersuchung nur soviel, 
dass sie nicht negativ sein dürfe (ebenso wenig, wie die genannte Constante 


der Elastieität), weil sonst das Gleichgewicht der ruhenden Elektrieität in einem 


ruhenden Leiter labil würde, und sich dann die Möglichkeit elektrischer Be- 


*=) Gauss Werke, Bd. V., S. 610 u. 613. Die nachgelassenen Papiere aus dem 
Jahre 1835 enthalten den Wertu des elektrodynamischen Potentials. 
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wegungen ergeben hätte, deren Arbeitswerth geringer gewesen wäre als der 


des Ruhezustandes. vo 

Ich habe in jener Arbeit die von Herrn F. E. Neumann in die Wissen- — 
schaft einrıa! eingeführten Bezeichnungen beibehalten. Die Grösse, die in dem- h \ 
selben Sinne wie die lebendige Kraft ponderabler bewegter Massen das der = 
elektrischen Bewegung entsprechende Quantum von Energie angiebt, und die er 
man deshalb mit Cl. Maxwell auch passend die actuelle Energie der elek- 2 
trischen Bewegung nennen kann, ist gleich dem negativen Werthe des von - 
Neumann senior definirten elektrodynamischen Potentials, und nur in diesem Sinne für 
ist letzterer Ausdruck an den meisten Stellen jener Arbeit beibehalten worden. 

Der genannte Begriff wird also daselbst ohne jede Beziehung auf die Fr 
bei Bewegungen von Leitern eintretenden elektrodynamischen Erscheinungen ai 
gebraucht, und seine Anwendung bleibt unberührt durch die Einwände, welche 
seitdem von mehreren Physikern und Mathematikern gegen eine erweiterte An- Bi 
wendung desselben auf die von Leitern elektrischer Ströme gegen einander aus- Ur 
geübten Bewegungskräfte (ponderomotorische Kräfte nach Herrn C. Neumann ? 
juniors zweckmässiger Nomenclatur) erhoben worden sind. Letzteres entspricht 2 
einer anderen Bedeutung des elektrodynamischen Potentials, die mit der erst e 
erwähnten nicht nothwendig verbunden ist, sich aber historisch zuerst entwickelt u 
und die Terminologie bestimmt hat. Danach spielt das elektrodynamische = 
Potential den ponderomotorischen Kräften zweier linearer Stromleiter gegen- u 
über dieselbe Rolle, wie das magnetische oder elektrostatische Potential den Le 
magnetischen oder elektrischen Anziehungskräften gegenüber. Es giebt in 
diesem Sinne die potentielle Energie der ponderomotorischen Kräfte elektro- his 
dynamischen Ursprungs an, welche, wenn die Stromstärken in den leitenden Sh 
Fäden unverändert bleiben, bei den Bewegungen der Leiter in mechanische ai 
Arbeit verwandelt werden kann. Und zwar ist die bei einer bestimmten Ver- I 
schiebung der Leiter und bei unverändert gebliebenen Stromintensitäten von Er 
den ponderomotorischen Kräften elektrodynamischen Ursprungs geleistete Arbeit 
gleich zu setzen der Differenz, um welche der Werth des elektrodynamischen gı 
Potentials während dieser Verschiebung kleiner geworden ist. Bei diesem Ge- ai 
brauche des Potentialbegriffs ist also die Rede von einer besonderen Art von e 


Arbeit (der mechanischen bei Bewegung der Leiter geleisteten), welche unter 
besonderen beschränkenden Bedingungen (Constanz der Stromintensitäten) ge- 
leistet werden kann. Wenn wir in dem Sinne meiner früheren Arbeit das 
negativ genommene elektrodynamische Potential gleich der actuellen Energie 
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der elektrischen Bewegung setzen, so ist dabei keine Beschränkung weder 


der einen noch der andern Art zu machen nöthig. Der Beweis, dass das 
elektrodynamische Potential negativ genommen das Arbeitsäquivalent der elek- 
trischen Bewegung ausdrücke, ist allerdings dort nur geführt worden unter 
der Voraussetzung, dass die elektrischen Ströme ohne Bewegung der Leiter 
verlaufen und erlöschen. Die Wärme, welche dabei in den durchströmten 
Leitern entwickelt wird, ergiebt sich als das Aequivalent jenes Arbeitswerthes. 
Dadurch ist aber die Bedeutung jener Grösse als eines Arbeitsäquivalents ein 
für alle Mal festgestellt. 

Die Aufgabe des vorliegenden Aufsatzes ist nun, den Umfang festzu- 
stellen, in welchem die andere und ursprünglichere Bedeutung des elektrody- 
namischen Potentials als eines Potentials der ponderomotorischen Kräfte den 
vorhandenen Thatsachen gegenüber zulässig erscheint. 

Die Hypothese, dass die ponderomotorischen Kräfte elektrodynamischen 
Ursprungs, wenn die Intensität sämmtlicher elektrischer Strömungen in deren 
materiellen leitenden Fäden constant bleibt, ein Potential haben. können wir 
mit dem von Herrn Ü. Neumann angewendeten Namen kurz das Potential- 
gesetz der ponderomotorischen elektrodynamischen Kräfte nennen. Ist der 
Werth des Potentials gegeben, und wird ferner die Hypothese gemacht. dass 
die Grösse und Richtung der genannten ponderomotorischen Kräfte unabhängig 
von den gleichzeitig erfolgenden virtuellen oder actuellen Verschiebungen der 
Leiterelemente sei, so ist dadurch die Grösse dieser Kräfte vollständig bestimmt, 

Thatsächlich bekannt ist die Grösse der ponderomotorischen Kräfte 
bisher erst für die Wirkungen von je zwei oder mehreren geschlossenen 
Strömen auf einander, und für die Wirkungen eines geschlossenen Stroms auf 
seine einzelnen Theile. Wir dürfen das Amperesche Gesetz als einen thatsäch- 
lich richtigen gesetzlichen Ausdruck dieses bis jetzt bekannten Bereichs von 
Erscheinungen ansehen. 

Wir werden also zunächst nachzuweisen haben, dass für geschlossene 
Ströme bei beliebiger Biegsamkeit, Dehnbarkeit und Verschiebbarkeit der Leiter- 
stücke die Berechnung der ponderomotorischen Kräfte aus dem Potentialgesetze 
genau dieselben Werthe giebt, wie die aus dem Ampereschen Gesetze. 

Dieser Nachweis ist von Herrn F. E. Neumann *) selbst nur gegeben 





——-*) Ueber ein allgemeines Prinzip der mathematischen Theorie inducirter elektrischer 
Ströme. Berlin 1848. — Abhandl. d. Berliner Akademie 1847. 
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worden für den Fall, dass die betreffenden Stromleiter linear sind, und jeder 
von ihnen unveränderliche Form und Grösse hat. Vergegenwärligt man sich 
den Zustand der mathematischen Theorie der elektrischen Vorgänge zur Zeit 
der Veröffenliichung dieses Beweises, so ist leicht zu verstehen, warum der 
Autor desselben in seiner vorsichtigen, an wohlbestätigten Thatsachen streng 
festhaltenden Weise sich jene Beschränkungen auferlegte, und die Tragweite 
seines wichtigen und fruchtbaren Gesetzes, welches die ganze Elektrodynamik 
zu umfassen fähig war, zunächst noch so eng abgrenzte. Zu jener Zeit war 
nämlich die Theorie der Vertheilung elektrischer Ströme in Leitern von drei 
Dimensionen noch nicht durchgearbeitet, also konnten auch die Wirkungen 
der elektrodynamischen Induction auf nicht lineare Leiter noch nicht behandelt 
werden. Das Potential eines Leiters auf sich selbst wird aber unendlich 
gross, wenn man ihn als eine Linie im strengen Sinne des Worts betrachtet, 
und die Kräfte, welche die Theile eines seine Form verändernden Leiters auf 
einander ausüben, lassen sich nicht behandeln, ehe der Werth des Potentials. 
welches er auf sich selbst ausübt, sicher berechnet werden kann. 

Was im Jahre 1547 mangelte, ist jetzt geleistet, ist theoretisch und 
experimentell durchgearbeitet zum grossen Theil durch Herrn Neumann senior 
selbst und seine Schüler, so dass, was an dem damals gegebenen Beweise 
fehlte, jetzt verhältnissmässig leicht zu ergänzen ist. Die mathematischen Me- 
thoden dafür waren durch die früheren Arbeiten gegeben, und ich würde kaum 
gewagt haben für eine solche Arbeit den Platz in diesem Journale in An- 
spruch zu nehmen, wenn nicht die Schwierigkeiten, auf welche die Herren 
J. Bertrand *), ©. Neumann **) und Riecke ***) bei der Anwendung des Po- 
tentialgesetzes gestossen sind, und die Einwände, die sie daraus hernehmen zu 
dürfen glaubten, mir gezeigt hälten, dass eine methodische Durchführung des 
Beweises mit Beseitigung der früheren beschränkenden Annahmen wünschens- 
werth und nützlich sein würde. 

Die Einwände der letztgenannten beiden Herren beziehen sich auf die 
Erscheinungen an Stromkreisen mit Gleitstellen. Eine vollständig genügende 
Behandlung dieser Fälle ist nur zu geben, wenn man die Werthe der Kräfte 





=) Comptes Rendus de l’Acad. d. Se. 1872, 14 Octobre; 1875, 3 et 10 Novembre. 
*#) Berichte der Königl. Sächs. Ges. d. Wiss. 1572, 3. August. — Mathematische 
Annalen Bd. V, 602. 


*#®) Göttinger Nachrichten. 1872, 24. August. 
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r " in Leitern von drei Dimensionen schon bestimmt hat. Bei den wirklich aus- 
h i führbaren Versuchen mit Gleitstellen haben wir immer eine flüssige Schicht 
it : (Quecksilber, elektrolytische Flüssigkeiten oder auch wohl elektrische Funken 
r | und Lichtbogen) zwischen den Leitern. welche einen continuirlichen Ueber- 
g gang der Bewegung vom einen zum anderen Leiter herstellen, so dass auch 
P - ander Gleitstelle die Componenten der Geschwindigkeit continuirliche Functionen 
i der Coordinaten bleiben. Dies letztere muss vorausgesetzt werden, wenn das 
\ Potentialgesetz überhaupt anwendbar sein soll. Nun lässt sich aber zeigen, 
dass die Wirkung einer sehr dünnen Uebergangsschicht dieser Art von ihrer 
| | Dicke unabhängig ist, und sich auch nicht ändert, wenn leiztere verschwindend 
| | klein wird, so dass die Componenten der Geschwindigkeit an der Gleitilläche dis- 


| | continuirlich werden. Daraus ergiebt sich dann, wie man die Sache zu behandeln 
hat, wenn man zur Vereinfachung der Rechnung die mathematische Fiction 
einer absoluten Discontinuilät der Bewegung einführen will. Wenn man diese 
Discontinuität analytisch richtig behandelt, als Grenze eines continuirlichen 
Ueberganges, so ergiebt das Potentialgesetz genau dieselben Folgerungen wie 
das Amperesche, die auch in guter Uebereinstimmung mit den bekannten That- 
sachen sind. 

Während für geschlossene Stromkreise die genannten beiden Gesetze 
die vollkommenste Uebereinstimmung zeigen bei ganz beliebigen Formver- 
änderungen der Leiter, so unterscheiden sie sich von einander in Bezug auf 
die ponderomotorischen Wirkungen an ungeschlossenen Leitern. Ungeschlossene 
Leiter haben Enden, und diese Enden sind dadurch charakterisirt,. dass an 
ihnen freie positive oder negative Elektricität auftritt oder verschwindet. Das 
Amperesche Gesetz redueirt alle ponderomotorischen Wirkungen auf anziehende 
oder abstossende Kräfte zwischen Stromelementen. Ist das Potentialgeseiz 
auch für ungeschlossene Ströme gültig, so müssen ausser 1) den Ampereschen 
Kräften zwischen Stromelementen, auch noch 2) anziehende oder abstossende 
Kräfte zwischen Stromelementen und Stromenden und 3) eben solche zwischen 
Stromenden existiren. Die Art des Stromendes charakterisirt man am zweck- 


es ; de Fe ER 2 RX 
mässigsten durch den Werth von —-, wo e die Ireie positive Elektrieität an 


. . r o : le 
der betreffenden Stelle bezeichnet. Die Kräfte ad 2) sind proportional Tr 


und der auf das Stromende e hin gerichteten Componente der Strömung in dem 


a de 
wirkenden Stromelemente, abstossend, wenn diese Componente und —- gleiches 
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Zeichen haben, übrigens umgekehrt proportional der Entfernung beider und unab- Aust 
hängig von der Conslante k, also jeder Form des Potentialgesetzes in gleicher Stärke Leite 
zukommend. Die Kräfte ad 3) für zwei Stromenden mit den freien Elektri- nach 








1 1 re 
citäten e und & sind proportional dem Product er = -(1-+-k); sie sind an- 





Pote 
ziehend, wenn die beiden Differentialquotienten gleiches Zeichen haben, und sole] 
unabhängig von der Entfernung. Sie könnten nur bei dem unzulässigen Werthe zu: 
k=—1 wegfallen. wor 

An den Umstand, dass hier Kräfte aufgeführt werden, deren Intensität mote 
von der Entfernung unabhängig ist, hat Herr Bertrand *) Einwendungen ge- dem 
knüpft, welche berechtigt sein würden, wenn es sich um unabhängig von haltı 
einander bestehende Elementarkräfte handelte. Das Potentialgesetz in seiner gest 
ursprünglichen Form kennt ebenso gut. wie das Amperesche nur Fernwir- 
kungen, die mit wachsender Entfernung abnehmen. Wenn man aber die sen 
Differenz zwischen den von beiden Gesetzen angezeigten Wirkungen nimmt. al 
und diese Differenz nach Art der von Ampere gewählten Darstellung in ein- Bev 
fache anziehende Kräfte auflöst, die von Punkt zu Punkt wirken, so kommt ah 
man auf Kräfte, die von der Entfernung unabhängig sind. Da aber jede un- vie 
geschlossene Linie zwei Enden hat, und von beiden Enden gleich grosse und der 
entgegengesetzte Kräfte dieser Art ausgehen, diese sich auch der Natur der din 
Sache nach nothwendig noch mit anderen von den Elementen der Stromcurve vos 
herrührenden Summanden verbinden, so kommt es nicht darauf an, ob die zu 9) 
einem bestimmten Zwecke ausgesonderten Theile einzeln, sondern nur darauf, Ma 
ob ihre Summe physikalisch unzulässige Folgerungen giebt. Das letztere aber | po 
ist nicht der Fall. Ele 

Diese Verhältnisse sind in $. 15 dieser Arbeit für unverzweigte lineare 
Leiter auseinandergesetzt, in $. 16 für körperliche Leiter, in $. 17 ist die w 
Behandlung der analytischen Ausdrücke für Gleitstellen besprochen. D: 

Da directe Versuche über die ponderomotorischen Kräfte elektrodyna- u 
mischen Ursprungs an Stromenden noch nicht vorliegen, so blieb zunächst nur ” 
noch nachzuweisen übrig, dass das Potentialgesetz in seiner Anwendung auf 
ungeschlossene Leiter von beliebig veränderlicher Form dem Gesetz von der m. 
Constanz der Energie genüge. Zu dem Ende sind in $. 18 die analytischen N 
Wr pP‘ 

*) Comptes Rendus de l’Acad. d. Se. T. LXXVII p. 1054. — Die Einwände be- 5 
zieben sich auf einen vorläufigen Auszug der vorliegenden Arbeit in den Sitzungs- VW 


berichten der Berliner Akademie vom Februar 1873. 
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Ausdrücke für die elektrodynamische Induction durch Bewegung körperlicher 
Leiter entwickelt, und ist in $. 19 mit deren Hülfe die Constanz der Energie 
nachgewiesen. 


Nachdem auf diese Weise der Nachweis vervollständigt war, dass das 
Potentialgesetz in seiner verallgemeinerten Fassung in allen Fällen den an ein 
solches Gesetz nach dem jetzigen Stande unserer physikalischen Kenntnisse 
zu stellenden Anforderungen entspreche, habe ich noch die Frage zu beant- 
worten gesucht, ob und welche Abweichungen in den Werthen der pondero- 
motorischen und durch Bewegung inducirten elektromotorischen Kräfte von 
dem Potentialgesetze etwa stattfinden könnten, ohne das Gesetz von der Er- 
haltung der Kraft zu verletzen, und ohne die ponderomotorischen Wirkungen 
geschlossener Ströme gegen einander zu verändern. 

Die Untersuchung hierüber ist in $. 20 geführt worden; da die all- 
gemeineren Formen der durch Aenderungen der Siromstärken inducirten Kräfte 
von mir schon früher discutirt sind, so konnte ich mich hier auf die durch 
Bewegung der Leiter zu inducirenden beschränken. Es ist dabei die An- 
nahme festgehalten worden, 1) dass die zu den elektromotorischen Kräften 
vielleicht hinzuzufügenden Zusatzkräfte im Leiterelement Ds unabhängig von 
der Stromstärke i in Ds, aber proportional der Stromstärke j in dem indu- 
cirenden Elemente Do zu setzen, und dass die ponderomotorische Arbeit, 
welche sie bei einer kleinen Verschiebung leisten, proportional mit i.j ist; 
2) dass die Analogie zwischen der Wirkung geschlossener Ströme und der von 
Magneten auch in diesen Fällen bestehe, 3) dass die elektromotorischen und 
ponderomotorischen Wirkungen der einzelnen wirkenden Elemente Do auf das 
Element Ds sich einfach summiren. 


AN 


Diese Annahmen führen zu den in den Gleichungen (7‘.) und (7'.) aufge- 
stellten Werthen der Zusätze, welche zu den elektromotorischen Kräften jr auf 
Ds, ir, auf Do ausgeübt, und zu der ponderomotorischen Arbeit ij. dw gemach! 
werden könnten. Darin kommen sechs unbekannte Functionen der Entfernung r 
beider Elemente vor, nämlich y, w, x und %,, w,., %,, von denen die drei ersteren 


dr a dr ö 1. 
auch noch von “u und die drei letzteren auch noch von yon abhängen können. 


Nimmt man an, wie es Herr Neumann gethan, dass nur die Ampereschen 
ponderomotorischen Kräfte existiren, und keine anderen, so bestimmen sich die 
genannten Functionen, wie es in den Gleichungen (8.) angegeben ist, und der 
Werth der durch Bewegung der Leiter indueirten elektromotorischen Kraft 
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vird in Gleichung (S°.) gegeben. Dieser Werth unterscheidet sich von dem. 
den Herr €. Neumann *) bei Lösung einer sehr ähnlichen Aufgabe gefunden 
hat. dadurch dass er die unbestimmt bleibende Constante % enthält. welche 
nach der Neumannschen Deduction den bestimmten Werth = —1 annehmen 
müssle. Der von mir gefundene allgemeinere Werth entspricht aber allen den- 
jenigen Forderungen, welche Herr C. Neumann als die Grundlagen seiner Rech- 
nung vorangestellt hat (l. ce. S. 449—420 und 468— 470). 

Der Unterschied ist dadurch bedingt. dass der genannte Autor im 
Laufe der Rechnung (l. c. S. 481—482) noch eine weitere beschränkende 
Iiypolhese gleichsam als selbstverständlich einführt, die dies aber. wie mir 
scheint, durchaus nicht ist. Er nimmt nämlich an, dass bei einer durch Be- 
wegung erzeugten Verlängerung eines Stromelemenis dasselbe inducirend so 
wirke, als ob in dem hinzugekommenen Theile seiner Länge ein neuer Strom 
enistände, und wendet auf diesen Vorgang das Geseiz der Induction durch In- 
tensilälsänderung an, welches, wenn man das Potentialgesetz verlässt. von dem 
der Induclion durch Lagenänderung verschieden ist. Man könnte aber eine 
Dehnung eines Stromelements ebenso gut als eine Entfaltung vorher einge- 
[alteter Theile desselben ansehen. und müsste dann offenbar das Geseiz der 
Induelion durch Lagenänderung anwenden. Da ich keine solche beschränkende 
Hypothese gemacht habe, ist der von mir gefundene Ausdruck allgemeiner. 
indem er eine Constante k mehr enthält. 

Dieser Unterschied ist aber von grosser Wichtigkeit. Herrn €. Neu- 
manns Deduction zeigt nämlich, dass wenn man von seinen Vorausseizungen 
ausgehl, die Constante & einen negativen Werth erhält, und das Gleichgewich! 
der Elekirieität in den Leitern labil wird. Wie ich in meinen früheren beiden 
Arbeiten gezeigt habe, sind überhaupt negative Werthe von %k nicht zu- 
lässig. Wären Herrn €. Neumanns Voraussetzungen unanfechtbar, so würde 
durch seine sorgfällige und scharfsinnige Untersuchung meines Erachtens nach 
der Beweis geführt gewesen sein, dass das Amperesche Gesetz. als aus- 
schliessliches Gesetz der ponderomotorischen Kräfte betrachtet, mit dem Gesetz 
von der Erhaltung der Kraft unvereinbar sei**). Da aber die bezeichnete. 





*) Ueber die den Kräften elektromotorischen Ursprungs zuzuschreibenden Elemen- 
targesetze. Abhandl. d. Königl. Sächs. Akademie d. Wiss. Math. Phys. Klasse Bd. X. — Die 
elektrischen Kräfte. Leipzig, 1573. Aus der ersteren Abhandlung ist oben eitirt. 

“#=) Von dieser Meinung ausgehend habe ich einen Bericht für die englische Zeit- 
schrift „the Academy” (March 14. 1574) geschrieben, und erst später gesehen, dass 
gegen Herrn Ü. Neumanns Deduction Einwendunzen zu machen seien. 
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nachträglich gemachte Hypothese über die Induction durch Dehnung der Leiter- 
elemente keineswegs als unumgänglich erscheint, ist. so weit ich sehe. aus 
rein theoretischen Gründen über die an den Enden ungeschlossener Leiter wir- 
kenden ponderomotorischen Kräfte keine Entscheidung zu gewinnen. und muss 
an das Experiment appellirt werden. 

Ich habe schon in der der Berliner Akademie gemachten Mittheilung 
(Februar 1873) kurz angedeutet, wie solche Versuche gemacht werden könnten. 

Die dort geplanten Versuche werden aber nur bei Anwendung seh 
grosser Drahtmassen und Batterien Erfolg gewähren können. Leichter aus- 
führbar ist vielleicht eine andere Classe von Versuchen, bei deren Erfolg freilich 
noch eine andere Frage in Betracht kommt, welche zwischen den verschie- 
denen Theorien streitig ist. Herrn W. Webers Theorie setzt nämlich voraus. 
dass elektrische Quanta,. welche irgend wie ihre relative Lage zu einander 
ändern. elektrodvnamische Wirkungen hervorbringen müssen. einerlei ob ihre 
ponderablen Träger sich mit ihnen bewegen oder nicht. Das Potenlialgeseiz 
dagegen kennt sur Wirkungen, welche die strömende Elektrieität hervorbring!t. 
wenn sie sich in ihren Leitern und relativ zu diesen bewegt. Letzterer An- 
nahme entsprechend würden Spitzen, durch welche Elektrieität ausströmt oder 
einströmt, sei es gegen die Scheibe einer Elektrisirmaschine, sei es um von 
der bewegten Luft fortgetragen zu werden, als Stromenden zu betrachten sein. 
und würden die elektrodynamischen Eigenschaften von solchen zeigen können. 

Einstweilen. ehe solche Versuche ausgeführt sind. bleiben wir auf die 
Wahrscheinlichkeit beschränkt. welche die grössere oder geringere Einfach- 
heit und Symmetrie der Gesetze, die mehr oder weniger gut bewahrte Ana- 
logie der wesentlichen Eigenschaften der wirksamen Kräfte in den verschie- 
denen Fällen darbietet. Solche Betrachtungen geben allerdings keine definitive 
Entscheidung. aber sie geben doch immerhin den verhältnissmässig besten 
Leitfaden in die Hand. um den richtigen Weg zu finden. 

In dieser Beziehung ist zu bemerken. dass das Potentialgesetz unte: 
denselben analytischen Ausdruck. der namentlich bei der Annahme A = ! 
ausserordentlich einfach wird. die sämmtlichen Erscheinungen 1) der pondero- 
motorischen Kräfte, 2) der Induction durch Stromesänderung. 3) der Induction 
durch Bewegung vereinigt. also überhaupt das ganze Gebiet der bisher be- 
kannten Thalsachen der Elektrodynamik. Die Auffindung des Potentialgeseizes 
durch Gauss und Neumann senior kann in der That als eine der glücklichsten 
und glänzendsten Errungenschaften der mathematischen Physik angesehen 
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werden. Weichen wir dagegen ab vom Potentialgesetze, so brauchen wir 
lür jedes der genannten Gebiete besondere Gesetze, wobei das für 2) mit 
dem Potentialgeselze übereinstimmt, die beiden anderen complieirter sind. 
als jenes. 

An geschlossenen Stromkreisen finden wir thatsächlich folgende all- 
gemeine Eigenthümlichkeiten der elektrodynamischen Wirkungen: 

1) Die ponderomotorischen Kräfte geschlossener Stromkreise haben ein 
Potential. Das heisst: die mechanische Arbeit der ponderomotorischen Kräfte 
beider Kreise bei constant bleibenden Stromintensiläten *) ist nur von der 
Anfangs- und Endlage beider Kreise, nicht von der Art des Uebergangs 
abhängig. 

2) Die ponderomotorischen Kräfte, welche ein geschlossener Stromkreis 
auf ein lineares Stromelement ohne freie Enden ausübt, stehen auf der Rich- 
tung des letzteren senkrecht. 

3) Die gesammte elektromotorische Kraft, welche ein geschlossener 
Stromkreis während einer endlichen Verschiebung und Aenderung seiner 
Stromstärke in einem anderen hervorbringt, ist nur abhängig von der an- 
fänglichen und endlichen relativen Lage beider Kreise zu einander. so wie 
von der anfänglichen und endlichen Stromstärke des Inducenten,. nicht von 
den Zwischenzuständen. 

Diese drei Eigenschaften der elektrodynamischen Kräfte überträgt das 
Potentialgesetz hypothetisch auch auf ungeschlossene Ströme. Wird eine von 
ihnen übertragen, so werden nothwendig auch die anderen übertragen. 

Wenn wir dagegen das Amperesche Gesetz als den vollständigen Aus- 
druck für die ponderomotorischen Kräfte annehmen, so überträgt sich keine 
von diesen allgemeinen Eigenschaften der Wirkungen geschlossener Ströme 
auf die ungeschlossenen. Es wird in diesem Falle nur eine mögliche, aber 
nicht nothwendige Zerlegungsweise der ponderomoiorischen Kräfte geschlossener 
Stromkreise in Elemente, die physikalisch nicht direct nachweisbar sind, auf die 
ungeschlossenen Kreise übertragen. 

Ich muss gestehen, dass es mir im höchsten Grade unwahrscheinlich 
dünkt, dass Eigenschaften, wie 1) und 3), die am entscheidendsten für den Cha- 
rakter der Naturkräfte sind, bei den uns bekannten elektrodynamischen Wir- 


*\ 


) Gleitstellen sind dabei zu behandeln als sich entfaltende Falten, oder man 
muss die neuen Leiterstücke durch Dehnung entwickelt denken. 
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kungen nur durch einen gleichsam zufälligen Einfluss der Summirung über 
eine geschlossene Linie entstanden sein sollten, während sie den einzelnen 
Summanden an und für sich nicht zukämen. 


$. 15. Die ponderomotorischen Kräfte nach dem Potentialgesetze 

Das Potentialgesetz giebt unmittelbar nur den Werth der mechanischen 
Arbeit, welche von den ponderomotorischen Kräften elektrodynamischen Ur- 
sprungs geleistet wird, wenn zwei lineare Stromleiter eine Aenderung ihrer 
relativen Lage erleiden. während die Intensität des elektrischen Stromes in 
beiden constant bleibt. Die letztere Bedingung, nämlich Constanz der Strom- 
stärke. wird im Folgenden immer als erfüllt vorausgesetzt. wo nicht ausdrück- 
lich das Gegentheil gesagt ist. Der Ausdruck. den das genannte Gesetz für 
den Werth der genannten Arbeit giebt. lässt sich auf ganz beliebige Verschie- 
bungen der einzelnen Punkte der Leiter anwenden. wie sie durch beliebige andere 
gleichzeitig einwirkende mechanische Kräfte hervorgebracht werden können, 
wobei nur zu bemerken ist, dass überall, wo die Strömung fortbestehen soll. 
die Componenien der Verschiebungen continuirliche Functionen der Coordi- 
naten sein müssen. da discontinuirliche Verschiebungen die Continuität der 
Leitung aufheben würden. Unter diesen Umständen genügt der Ausdruck für 
den Werth der Arbeit, um die elektrodynamischen Kräfte vollständig zu be- 
stimmen, welche auf die einzelnen Punkte des Leiters wirken. wenn wir vor- 
aussetzen, dass die elektrodynamische Kraft, welche auf jeden Punkt des Leiters 
wirkt, unabhängig ist von den Geschwindigkeiten dieses Punktes und unabhängig 
von den gleichzeitigen Verschiebungen der übrigen Punkte des Leiters. Die 
Aufgabe *) dieses Paragraphen ist, zu zeigen, dass ein eindeutig bestimmtes 
System von solchen Kräften angegeben werden kann. welches die durch den 
Werth des Potentials angezeigte Arbeit in jedem Falle hervorzubringen ge- 
eignet ist; und ferner werden wir die Werthe dieser durch das Potentialgesetz 
angezeigten Kräfte zu vergleichen haben mit denen, welche Ampere ange- 
nommen hat. 

Das Längenelement des einen Leiters s sei Ds, und die Stromintensitäl 
in demselben i, während wir dieselben Grössen für den anderen Leiter 5 mil 
Do und j bezeichnen. Die Entfernung zwischen Ds und Do bezeichnen wir 
mit r. Für den Werth des Potentials DP der ponderomotorischen Kräfte. 


_—*) Diese Formulirung der Aufgabe ist gewählt. um die von Herrn Bertrand 
(Comptes Rendus T. LXXVIL, p. 1049— 1054) begangenen Missverständnisse bestimmter 
auszuschliessen. 
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welches die beiden Elemente Ds und Do gegen einander hervorbringen,. nehme 
ich aus den in meiner ersten Abhandlung auseinander gesetzten Gründen 
wieder den allgemeineren Ausdruck 


I.) DP=-—1 4°: [/1-+k) cos(Ds, Ds)-+1--k) cos (r,Ds) cos(r, Do)] Ds. Do. 


r 


. . . r W | ® 
Darin ist A die von Herrn W. Weber gemessene Constante, oder — eine 


der Lichtgeschwindigkeit nahehin gleiche Geschwindigkeit, k eine vorläufig noch 
unbekannt bleibende Constante, welche nicht negativ sein kann, und (Ds, Do), 
r, Ds. (r, Do) sind die Winkel zwischen den Richtungen der bezeichneten 
Linien. wobei Ds und Do als positiv wachsend zu nehmen sind nach der 
Richtung, in welcher die positive Elektrieität lliesst, r aber positiv wächst von 
Po nach Ds. Als Einheit der Stromstärke ist, wie früher, diejenige genommen, 
hei welcher die algebraische Summe der durch einen Querschnitt in be- 
stimmtem Sinne Iliessenden Klektrieität gleich der elektrostatischen Maassein- 
heit ist. 


Das ganze Potential der beiden Leiter s und © aufeinander würde sein 


P-— jjpr 


Das Potentialgesetz sagt aus, dass wenn die beiden Stromleiter s und 6 aus 
einer ersten Lage mit dem Potentialwerth P, in eine zweite mit dem Poten- 
talwerthe P, bewegt werden, und die Ströme i und j dabei constante Inten- 
sität behalten, die während der Bewegung von den elektrodynamischen Be- 
wegungskräften, welche jeder Leiter auf den andern ausübt, geleistete Arbeit 
gleich P,—P; sei. 

Es wird in diesem Paragraphen also vorläufig noch abgesehen von den 
räften, welche jedes Element des Leiters s von sämmtlichen übrigen desselben 
Leiters erleidet. Diese Kräfte können nur bei Berücksichtigung der drei 
Dimensionen der Leiter berechnet werden, da, wie schon bemerkt, das elek- 
trodynamische Potential für lineare Leiter mit endlicher Strömung unend- 
lich wird. 

Wir bezeichnen die rechtwinkeligen Coordinaten des Linienelements 
Ds mit x, y, 3, die des Elements Do mit £, », ©. Während einer unend- 
lich kleinen Lagenänderung mögen die ersteren zunehmen um dx, dy, dz, 
die zweiten um ds, dr, öC, der Potentialwerth P um dP. Dabei seien X.Ds, 


r.Ds, Z.Ds die Componenten der elektrodynamischen Kräfte, welche o auf 





Ds 
Do. 
auf 


die 


Die 


mü 


Le 
wi 
eil 
br: 
Er 
Ki 
di 
di 


0 





4 





Helmholtz, über die Theorie der Elektrodynamik. 285 


Ds ausübt, und ZDo, YDo, ZDo seien dieselben für die Wirkung von s auf 


Do. Ferner seien X, Y, Z und Z, Y, Z die Componenten der Kräfte, welche 


m 


auf die Enden der beiden Stromleiter einwirken, und x, y, z, sowie S, n. 


2) 


die zugehörigen Coordinaten. Nach dem Potentialgesetz ist alsdann 


OP+ f(Xdr+ Yo: +Z202)Ds + [X dc+ Ydy-+Z0z 
RT Y Y 


+ /(Z08 + Yön+ZIL) Do+ [FE + Yd7 + ZI = 0. 

Die Variationen der Goordinaten sind hierbei ganz beliebig zu nehmen, nur 
müssen, wie oben bemerkt, dx, dy und dz continuirliche Functionen der Länge 
s, und OS, dr und dZ der Länge o sein, wenn wir mit s und o die längs des 
Leiters gemessenen Abstände der Elemente Ds und Do von zwei beliebig ge- 
wählten festen Anfangspunkten verstehen. Wäre diese Bedingung an irgend 
einer Stelle nicht erfüllt. so würde die Conlinuität der Leitung daselbst unter- 
brochen werden. In diesem Falle wäre eine solche Stelle als ein Paar von 
Endpunkten der sich trennenden beiden Leiterstücke zu betrachten. Welche 
Kräfte auf solche wirken, wird sien im Folgenden ergeben. Wie die Fälle 
discontinuirlicher Lagenänderungen in Gleitstellen zu behandeln sind, in denen 
die Leitung des Stroms nicht aufhört, werde ich in $. 17 auseinanderselzen. 

Zur bequemeren Berechnung von ÖP wollen wir P zunächst in zwei 
Theile zerlegen 


P= A+Pı; 
DP, = A’ cos(Ds, Do).Ds.Do, 
DP, = —44 = (1— k)[cos (r, Ds)cos(r, Do)—cos(Ds, Do)|.Ds. Do 
oder 
| | Ir 
DP, = — 1A’ij.(1—k —, .Ds.Do. 


Wenn wir durch Integration nach s und o aus der letzteren Gleichung den 
Werth von P, bilden, und die an den Enden von s und o angesammelte freie 
Elektricität beziehlich mit e und & bezeichnen, können wir schreiben 


Pi Au 


\ J 





a > MR. r| | 

wo sich das Summenzeichen auf alle aus je einem Endpunkt von s und je 
einem Endpunkt von o zu bildenden Combinationen bezieht. Der Werth von 
P, ist also nur von der Lage der Endpunkte der beiden Leiter abhängig, und 
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ergiebt also auch nur Kräfte, welche auf diese wirken, deren Grösse wir 
weiter unten bestimmen werden. 

Der andere Theil des Potentials P, hat die ursprüngliche von Herrm 
F. E. Neumann in der oben citirten Abhandlung gewählte Form, abgesehen 
von einer anderen Wahl der Stromeinheit. Er kann im Allgemeinen von dem 
Integralzeichen nicht befreit werden. Da nun bei der Ausführung der Va- 
rialionen dr, dy, Ödz auch die Längen der Elemente Ds variiren werden, so 
wollen wir unter dem Integrationszeichen statt s und o zwei andere Variabele 
p und © einführen, deren Werthe für jeden einzelnen materiellen Punkt des 
Leiters bei der Bewegung unverändert bleiben sollen, und die so gewähli 


sind. dass s eine continuirliche Function von p, © eine eben solche von ® 
ist. Dann ist also 








>» _ gar; ff c0s(Ds, Do) ds do > 
07 A ff r dp do dp .do 
oder 
| lc | dı ‚_dn dz di 
wm -affels dr] 
o Hi A. dp de dp de Tr dp do apa. 


Da die Variationen der Coordinaten keiner anderen einschränkenden Bedingung 
unterliegen, als der, dass sie continuirliche Functionen der Coordinaten sind, 
so kann man die Variation für jede derselben einzeln berechnen, indem man die 


Variationen der anderen Coordinaten gleich Null setzt. Variiren wir nur z, 
so wird 


a de ds dy dı dz dE 
a Zz Rn Ei) _dy an | de ı .]. (G 
or, Ai dx (- )de dp do 4 dp da u dp do dp.do 


SI dE döx 
-Aöjff- . ° ° D. 
2) rd dp. d@ 
u2 j di " löx . 
Schafllen wir aus dem letzten Gliede den Factor > durch partielle Inte- 
gration nach p fort, so erhalten wir ein Integral, welches in allen seinen 


Gliedern den Factor dr hat, und da dx eine willkürliche continuirliche Function 
von p ist, so kann Gleichung (1°.) die in diesem Falle 


OP,+oJP, +f Xöz.ds +X.dc = 0 








wird, bei der im Anfange dieses Paragraphen ausgesprochenen Annahme, dass 
der Werth von X, wie der der übrigen Kraftcomponenten unabhängig von 


dx, öy, dz sei, nur dann erfüllt sein, wenn die mit dx multiplicirte Grösse 
für jeden Punkt von s gleich Null ist. Für innere Punkte giebt dies: 
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ds BER 11, 07 de d& ‚dy dr ee 
x = u; .-—- St .— - |do 


dp do ' dp da | dp da 


(2.) 
af yo 
| 4 uf ( dp \r ir ai 


und für die Endpunkte con s ergiebt sich mit Berücksichtigung von (1’. 


Da \ : . de I dE 1—k de =] de dr ] 
(2 ” A= Aj- dt Ir da + A d“—La deI 


Da bei der weiteren Berechnung dieser Werthe Verschiebungen nicht mehr 
zu berücksichtigen sind, können wir als unabhängige Variable unter dem In- 
tegrationszeichen wieder s und o anwenden, und erhalten: 





























Er ._dy IT, SE _„_ 5], 
Ka de 1 el 
lz Ai E BE 6, FE 
+4". - (2 —L ame do 
ds L ’ do do - 
und ee 
er 1 f u de 1 
Es Y = A‘: . . / f — co I he — pls jj 
(2°.) ( char? aaa) Fe jo 
el ei 4 ie ET 
BA ds zu Ku Au? do JH. do jd ’ 
u  . — | 
= A’. — 5) —— — (3 —[) — 
2 u IE (@ ”/ do >) 0 je0 
EEE Ir a : u. 
Kahl ar 77 Zr I er er 
Daraus ergiebt sich leicht 
dx y_ dz 
u lien Deaeet Knie 


das heisst: Nach dem Potentialgesetz ist die Resultante der elektrodynamischen 
Bewegungskräfte, welche ein linearer Stromleiter auf ein Stromelement im Innern 
einer linearen Leitung ausübt, jedesmal senkrecht auf die Richtung der Strömung. 
Dies ist in Uebereinstimmung mit Herrn Grassmanns *) Elementargesetz, stimmt 
aber mit Amperes Gesetz nur, wenn o ein geschlossener Leiter ist. Von dem 
Grassmannschen Gesetze unterscheidet sich das Potentialgesetz dadurch, dass 
jenes die in Gleichung (2“.) gegebenen, auf die Endpunkte der Leitung und 


die dort frei werdende Elektricität — wirkenden Kräfte nicht kennt. Wenn 





—. 


*) Poggendorff Annalen LXIV. 1845. 
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man die in den Gleichungen (2’.) vor Ausführung der Integration mit do 


multiplieirten Werthe mit x. 9 und 3 bezeichnet. so dass 
| Ä » 
X = [xdso, 


= /yd». 


Z = /ido, 


so sind diese Grössen v. 9 und 3 die Componenten der Wirkung, welche das 
Stromelement ds auf die inneren Punkte von ds ausübt. In der That redueir! 


sich der Werth von A, Y, Z auf x, y. 3. wenn man den Stromleiter © auf 


das Element do redueirt. Bezeichnen wir nun mit e, ?, z die Cosinus der 
Winkel. welche die Coordinatenaxen mit derjenigen Richtung machen. die 
zugleich senkrecht gegen r und gegen Do ist, so ist leicht einzusehen, dass 
0.x+.9y9+73 = 

das heisst, dass die Richtung der vom Elemente Do auf die inneren Punkte 
von Ds ausgeüblen Kraft auch senkrecht zu der Richtung ist, deren Pro- 
jectionen @, 5, y sind, oder dass die Richtung der Kraft in der durch r und 
Do gelegten Ebene liegt, wie es dem von Herrn Grassmann aufgestellten Ge- 
setze entspricht. 

Für ein einzelnes lineares Element Ds bleiben also stehen, ebenso wie 
[für ein längeres Stück von s, erstens die Kräfte, welche auf sämmtliche Punkte 
der Länge von Ds senkrecht zu Ds wirken, und zweilens zwei Kräfte (2... 
welche auf die Endpunkte von Ds wirken. Ist das Linienelement Ds als ein 
[ester Körper anzusehen, so lassen sich diese Kräfte im Allgemeinen auf zwei 
einzelne Kräfte als Resultanten reduciren *) oder, wenn man lieber will, auf 
eine Kraft und ein Kräftepaar, wie ich dies in meiner zweiten Abhandlung 
(Bd. 75 dieses Journals) schon angegeben habe. 

Einen linearen Leiter kann man in jedem Punkte sich getheilt denken. 
also jeden Punkt desselben als die zusammenfallenden Endpunkte zweier Leiter- 


*) Es würde unstatthaft sein, zucıst, wie es Herr Bertrand in Comptes Rendus 
T. LXXVIL, p. 1052—1055 verlangt, für jedes Element diese Reduction der Kräfte 
auf eine Kraft und ein Kräftepaar ausführen zu wollen, um dann die aus dieser Re 
duction sich ergebenden Resultanten zur weiteren Berechnung der Wirkungen auf die 
einzelnen Punkte eines vollkommen beweglichen Leiters zu benutzen. Denn jene Re- 
duetion ist nur zulässig für Stücke Ds, welche als absolut feste Körper zu betrachteu 
sind, während die Anwendung, auf die es hier ankommt, an die Voraussetzung ge- 
bunden ist, dass die Theile des Leiters im Gegentheil nachgiebig seien. 
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stücke betrachten. Dann würde diesem Paar von Endpunkten von der einen 


Seite her eben so viel frei werdende positive Elektricität zuströmen, als von 
der andern Seite negative. Die Summe der frei werdenden Elektrieität würde 
also doch wieder gleich Null sein. Dem entsprechend würde Gleichung |?". 
anzeigen, dass zwei gleich grosse und entgegengeselzt gerichtete Kräfte auf 
den betreifenden Punkt wirkten, die eine. insofern er oberes Ende des einen 
Leiterstücks ist, und in ihm positive Elektricität frei wird, die andere, insofern 
er unteres Ende des andern Leiterstücks ist. und in ihm negative Elektricität 
frei wird. Da beide Kräfte genau denselben Punkt mit genau gleicher Grösse 
und genau enigegengesetzter Richtung angreifen, so werden sie sich gegen- 
seitig vollkommen aufheben, so lange nicht der Zusammenhang des Leiters 
an dieser Stelle zerrissen wird: die Summe ihrer virtuellen Momente oder ihrer 
Arbeit für irgend eine denkbare oder wirkliche Verschiebung des Leiters ohne 
Aufhebung der Continuität der Strömungslinie wird immer gleich Null sein”. 
Dagegen ist dies nicht mehr der Fall. so wie der Leiter an dieser Stelle zer- 
reisst. und seine Verschiebungen discontinuirliche Funetionen der Coordinaten 
werden. Es werden also die Kräfte der Gleichung (2°.). welche auf die 
Siromenden wirken. in. der That auch im Innern des Leiters bei geeigneter 
Richtung des Stromes j ein Zerreissen des Leiters s und eine Äufhebung 
seines Zusammenhanges befördern können. Zugleich zeigt aber auch die 
Gleichung (2'.). dass bei endlichen Stromstärken und endlicher Länge der 
Stromleiter die beiden Kräfte, welche in jedem einzelnen Querschnitt des 
Leiters den Molecuiarkräften, welche den Zusammenhang zu bewahren streben. 
entgegenwirken, von endlicher Grösse sind **). 

Die bis hierher ausgeführte Zerlegung der ponderomotorischen Kräfte 
in diejenigen Kräfte. welche auf die einzelnen Punkte des Innern und der 
Oberfläche des bewegten Leiters wirken, hat ihre bestimmte physikalische Be- 
deutung, da im Falle der Bewegung die Beschleunigung jedes einzelnen Leiter- 
punktes nur von den auf ihn selbst wirkenden Kräften mechanischen und 


elektrodynamischen Ursprungs abhängt. Die weitere Zerlegung der elektro- 


.2\ 
” 


Herr Bertrand (}. ce. p. 10553) behauptet, diese Endkräfte, welehe nicht die 
Richtung der Tangente des Leiters s hätten, müssten den Leiter verschieben. Er hat 
dabei nicht beachtet, dass jeder innere Punkt des Leiters von zwei gleich zrossen und 
cutgegengesetzten Kräften dieser Art angegriffen wird, die sich genau aufheben, so 
lange der Leiter nicht zerreisst. 

**) Einen hierauf bezüglichen Einwand von Herrn Bertrand will ich am Ende 
des Paragraphen besprechen. 
Journal für Mathematik Bd. LAXVII. Heft 4. 
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dynamischen Kraft, welche der Leiter o auf einen jeden der Punkte von s 
ausübt. in Theile, welche den einzelnen Theilen von 6 entsprechen, hat etwas 
Willkürliches. da die Art, wie wir o theilen, willkürlich ist. Bisher haben 
wir es in Längenelemente getheilt. Indessen können wir auch bis auf Kräfte, 
die von den Punkten von o ausgehen, zurückgehen, da ja andererseits bei 
der Bewegung von o die Beschleunigungen seiner einzelnen Punkte auf Kräfte 
zurückführen, welche vom ganzen Leiter s auf die einzelnen Punkte von o 
ausgeübt werden. 

Eine solche Zerlegung ist nun in unserem Falle namentlich vortheil- 
haft. um den Unterschied der von dem Potentialgesetze angezeigten Wir- 
kungen von denen des Ampereschen Gesetzes möglichst einfach heraustreten 
zu lassen. Ausserdem ist zu bemerken, dass die von dem Grassmannschen 
Gesetze angezeigten Elementarkräfte zwischen Stromelement und Stromelement 
dem Gesetz der Gleichheit der Action und Reaction nicht genügen, obgleich 
dieses Gesetz bei der Zusammenfassung der gleichzeitig auf Stromelemente und 
Stromenden stattfindenden Wirkungen gewahrt bleibt. Die Zerlegung in Punkt- 
kräfte führt dagegen auf Elementarwirkungen, die dem Gesetz von der Action 
und Reaction genügen. 

Um elementare Kräfte der letzteren Art zu erhalten, muss man eine 
nochmalige partielle Integration des letzten Gliedes der Gleichung (2.) aus- 
führen, was bei gleichzeitiger Einführung von s und o an Stelle der Va- 
viablen p und ®, das |. giebt: 


x = [#2 .—(2—$) 21m )| 


- 
-Aöj/ |e@-9 ) ( )+ 6 -cos(ds, do) |do, 

Y- 24 4-n5)] 
Ar / [wm as. 67 alas 

2 = z[ar en] 


-Aröjf | “ /ds. % rer 


Es sind dies die Componenten einer Summe von hie welche 
theils von den Enden, theils von den linearen Stromelementen der Leitung © 
auf das Stromelement ds ausgeübt werden. Die Werthe sind folgende: 


TE 








.cos (ds, do) |do, 





(ds, do ) |ao. 
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1) Abstossende Kraft eines Endes von o auf ein Stromelement ds 


rar) = _ 4. E. Id 


dt ds\r dt r ds 


2) Abstossende Kraft der Stromelemente von 0 auf die von s 


— Ar.ij. Ir- so! Fe), = .cos(ds, do) 


ds.do 
Da nun 
dr 1 d’r 2 dr dr 
do ie )=- er A Br : ds. eg = do 
und ferner 
dr Ä 
ig wer, ds). 
Z_ = —.cos(r, do), 
a — - [cos (r, ds) .cos (r, do, -- cos (ds, do)]. 


so wird der Werth der Abstossungskraft: 
Ari) 1 er‘ 
- [2cos(ds, do) — 3 cos (r, ds).cos(r, do]. 
was die bekannte Form von Ampere ist. 
Die auf die Enden von s wirkenden Kräfte bringen wir auf die enti- 


IE ' ion f 
= durch partielle Integration fort- 


sprechende Form. indem wir in (2°.) das = 
“ 


schaffen 
> 0 . 








= de = x a u. 4 
[u 1 > Rand —$) — J 


und ebenso 

















En Bi; = „[d y—n]1, 2» = 

Y= 2m HA Gife- "a )do, 
1- ,‚ de „[de 2-6], gt u AN. 

Z - "FE u: di . dt e r a Ex A dt T /f( SL z do —)40. 


Dies sind die Componenten von Abstossungskräften, welche theils von den 
Enden der Leitung o, theils von deren inneren Elementen auf die Enden der 
Leitung s ausgeübt werden. Und zwar ist die Grösse der Abstossung 

3) zwischen den Enden der Leitungen 


„at de de 4? 
- ur Er 3 


unabhängig von der Entfernung, 
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4) zwischen den inneren Elementen von o und den Enden von s 


Ge, dyi | 
di Jr: 5 )do = —A 


= Bu 


A Pte 





© do, 
welcher Ausdruck dem vorher für die Abstossung zwischen den Enden von 
o und den inneren Elementen von s gefundenen genau entspricht. 

Die Ergebnisse der bisher angestellten Untersuchung sind also folgende: 

Für die Kräfte, weiche die inneren Längenelemente zweier linearen, 
unverzweigten, in beliebigem Grade biegsamen und dehnsamen Leiter auf ein- 
ander ausüben, ergiebt das Potentialgeselz genau dieselben Werthe, wie das 
Geselz von Ampere. Der Werth der Constanten k in der von mir ge- 
wählten allgemeineren Form des Fotentialgesetzes hat darauf keinen Einfluss. 

Unterschieden ist das Potentialgesetz von dem von Ampere nur durch 
die Kräfte, welche auf die Enden der Leitungen nicht geschlossener Ströme 
wirken, an denen sich Elektricität ansammelt. Dergleichen Kräfte kennt 
Amperes Gesetz nicht. Das Potentialgeseiz dagegen ergiebt, wenn man alle 
Kräfte in anziehende und abstossende zerlegt, eine in Richtung der Verbin- 
Jungslinie wirkende Kraft sowohl zwischen Stromelementen und Stromenden, 
wie zwischen je zwei Stromenden. Die Kraft zwischen Stromelementen und 
Stromenden (1 und 3 oben) ist eine anziehende, wenn die an dem Stromende 
sich sammelnde Art der Klektrieität gleichnamig ist mit derjenigen, welche in 
dem Stromelemente sich von dem Stromende entfernt. Die Grösse dieser Kraft 
ist proporlional der Geschwindigkeit der Ansammlung der betreffenden Elek- 
trieität an dem Stromende, ferner proportional der Geschwindigkeit, mit der 
die Entfernung zwischen beiden wächst, endlich umgekehrt proportional der 
ersten Potenz der Entfernung, übrigens unabhängig von der Constante k. Sie 
ist also ein nolhwendiges Ergebniss jeder Form des Potentialgesetzes. Im 
Gegensatz zu Herrn W. Webers Hypothese ist es hier nicht die schon ange- 
sammelte freie, sondern die eben aus Bewegung in Ruhe übergehende sich 
ansammelnde Elektrieität, welche die Wirkung ausübt, und die Wirkung selbst 


1 dr > 
nicht dem Quadrate. sondern der ersten Potenz von r proportional. 
( 


Es strebt also hiernach bewegte Elektricität die eben frei werdende 
Elektricität derselben Art in derselben Bewegung nachzuziehen, in welcher 
erstere relativ zu letzterer begriffen ist. 

Die Kraft zwischen Stromenden endlich ist eine anziehende, wenn sich 
Elektrieität gleicher Art an beiden Stromenden sammelt. Dass in der Unab- 
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hängigkeit dieser Kraft von der Entfernung keine physikalische Schwierigkeit 


liegt, ist schon in der Einleitung erörtert worden. 


In den Comptes Rendus vom 14. October 1872 hat Herr Bertrand der Aca- 
demie des Sciences eine Betrachtung mitgetheilt, durch welche er beweisen zu können 
glaubt, dass die durch das Potentialgesetz gegebenen Kräfte, die, wenn man sich die 
einzelnen Längenelemente des Leiters als feste Stäbe denkt, für jedes derselben auf 
eine Einzelkraft und ein Kräftepaar zurückgeführt werden könnten, notlıwendig den 
festesten Leiter zertrümmern müssten, wenn sie existirten. Ich habe in der vorläufigen 
Zusammenfassung der hier vorgetragenen Resultate, die ich der Berliner Akademie 
(Februar 1873) gab, diesen Einwurf erwähnt und kurz bezeichnet, was mir die wahr- 
scheinlichste Quelle des Irrthums in Herrn Bertrands Raisonnement zu sein schien. 
Meine dort gegebene Interpretation seiner Meinung hat mein Gegner aber in dem 
Compte Rendu vom 10. November 1873 als unrichtig bezeichnet, und eine Ausein- 
andersetzung wiederholt, welche ich vorher nur für eine nicht sehr glücklich gewählte 
und leicht misszuverstehende Form der Darstellung gehalten und deshalb überganzen 
hatte. Bei der hervorragenden Stellung, welche Herr Bertrand unter den französischen 
Mathematikern einnimmt, muss ich hier auf die Sache zurückkommen. Um meinem 
Gegner nichts unterzuschieben, was er nicht selbst gesagt hat, eitire ich aus C. R. LXXV 
p. 863 die Stelle, wo derselbe die Sache in möglichst drastischer Anschaulichkeit 
beschreibt: 

„Lassen Sie uns einen geradlinigen horizontalen Draht aunehmen, der ein 
Meter lang und in 100 Milliarden gleicher Theile getheilt ist, welche die Stelle der 
unendlich kleinen Elemente in der Formel (nämlich des Potentialgesetzes) vertreten; 
nehmen wir weiter an, jedes derselben werde durch ein Kräftepaar von zwei verti- 
ealen Kräften angegriffen, deren jede dem Gewicht von 1 Milligramm gleich ist. Es 
kommt hier nieht darauf an, dass solche Kräfte, wenn sıe auf einen als absolut fest 
betrachteten Stab einwirken, sich nach den Regeln der Statik in ein Kräftepaar von 
sehr kleinem Moment zusammensetzen würden, welches, ohne Zweifel, unfähig sein 
würde, einen Spinnenfaden zu zerreissen; muss der Kupferdrabt, welcher nach oben 
gezogen wird durch 100 Milliarden Milligramm, das heisst durch 100000 Kilogramm, 
und nach unten durch eine gleiche Kraft, nieht augenblicklich zerrissen werden? Und 
man bemerke wohl, es handelt sich nicht nur um sehr kleine, sondern um unendlich 
kleine Elemente; man muss also die Existenz nicht nur von 100 Milliarden soleher 
Kräfte voraussetzen, sondern von einer unendlichen Zahl, und wie klein auch der 
Werth jeder einzelnen derselben wäre, der Faden müsste einen unendlich grossen 
Widerstand entwickeln können, um fest zu bleiben.“ 

Im €. R. T. LXXVU p. 1050 — 1051, wo mich Herr Bertrand darüber tadelt, 
dass ich so entscheidender Auseinandersetzungen gar nicht Erwähnung gethan hätte, 
fasst er dies Beispiel noch einmal zusammen: „Betrachten wir einen geradlinigen Stab, 
der an seinen Enden von gleichen und entgegengesetzten Kräften von unendlicher In- 
tensität gezogen wird“ u.s. w. Hier sind die Kräfte, die ein Jahr früher wenigstens 
noch über den ganzen Stab vertheilt waren, jetzt ganz an die Enden verlegt. 
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Wenn Herr Bertrand Recht hat, so werden wir uns hüten müssen, einen 
stählernen Magnetstab je von Osten nach Westen zu richten, denn dann müsste der- 
selbe in Staub zerfallen. An einem solehen können wir uns durch den Versuch über- 
zeugen, dass jedes durch zwei zur magnetischen Axe senkrechte Querschnitte aus dem 
Stabe herausgetrennte Stück, so klein und kurz es auch sein mag, noch immer seine 
zwei Pole hat, und wenn die Magnetisirung des Stabes in seiner ganzen Länge gleich- 
mässig gewesen ist, so ist die Anziehungskraft des Erdmagnetismus auf jeden Pol 
jedes kleinsten Stückes gleich gross. Jedes von ihnen wird also vor der Trennung, 
wie nach der Trennung, vom Erdmagnetismus gerichtet durch ein Kräftepaar, dessen 
zwei Kräfte endliche Grösse behalten, so klein auch die der magnetischen Axe parallele 
Länge des betreffenden Stücks sein mag. Nehmen wir an, diese Kraft sei gleich der 
Schwere von einem Milligramm. Theilen wir die Länge des Magnetstabes in 
100 Milliarden Theile u. s. w., so ergiebt sich bei ostwestlicher Richtung des Stabes. 
dass 100000 Kilogramm den Magneten nach Norden reissen, andere 100000 Kilogramm 
nach Süden. Müssen wir nun wirklich mit Herrn Bertrand schliessen, dass der Magnet 
unter solehen Umständen zerrissen wird? Die Natur entscheidet gegen die Meinung 
des berühmten Akademikers, und Alle, die sich bisher mit mathematischer Mechanik 
beschäftigt haben, nicht blos ich allein, haben in diesem, wie allen ähnlichen Fällen 
geglaubt, die mechanische Theorie sei hier vollständig im Einklang mit dem, was in 
Wirklichkeit geschieht. 

Man denke sich zwei Längenelemente eines Stabes ab und be in Richtung 
der x. Es sei ab affıcirt von den beiden, ein Paar bildenden, Kräften —Y in a und 
+Y in db. Ein gleiches Paar wirke auf bc, nämlich eine Kraft — Y in b und +Y 
in ce. Die Summe der virtuellen Momente der beiden Kräfte +Y und —Y, welche die 
beiden Seiten eines und desselben Querschnitts b des Stabes angreifen, bleibt Null bei 
allen Bewegungen aller Theile des Stabes, ausser bei solchen, welche den Stab im 
Querschnitt 5 zerreissen. Also auf Trennung der beiden Seiten eines Querschnitts 
wirken immer nur die beiden endlichen Kräfte hin, die ihn direet angreifen. Die Co- 
häsion des Leiters braucht folglich in jedem Querschnitte nur zwei endlichen Kräften 
zu widerstehen. Bei allen anderen Bewegungen werden die beiden Kräfte, welche 
jeden einzelnen Querschnitt angreifen, sich aufheben, und so bleibt schliesslich nichts 
von allen diesen Kräften übrig als die erste am Anfang des ersten und die letzte am 
Ende des letzten Längenelements dr, also zwei endliche Kräfte, welehe ein endliches 
Moment hervorbringen. 

Ich muss gestehen, Herrn Bertrands Rechnung scheint mir allen wohlbewährten 
Prineipien der Mechanik und der Differentialrechnung zu widersprechen; ich ziehe 
desshalb vor zu glauben, dass ich seine wahre Meinung nicht gefunden und nicht 
verstanden habe. Wenn er seine Ansicht darüber auseinandersetzen will, warum ein 
von Osten nach Westen gerichteter Magnetstab nicht zertrümmert wird, trotzdem er 
sich, so weit ich sehe, genau unter derselben Art von Kraftwirkung befindet, wie ein von 
einem elektrischen Strome durchflossener Draht nach den von mir aus dem Potential- 
gesetze gezogenen Folgerungen, so werde ich vielleicht verstehen können, welchen 
Sinn die von ihm angestellte Betrachtung haben soll. 
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$.16. Die elektrodynamischen Kräfte in körperlichen Leitern. 

Der von Herrn F. E. Neumann aufgestellte Werth des elektrodyna- 
mischen Potentials soll die durch die elektrodynamischen Kräfte bei Bewe- 
sungen der ponderablen Leiter zu leistende ponderomotorische Arbeit geben 
unter der Voraussetzung, dass die Intensität der Strömungen in jedem linearen 
Leiter während der Bewegung ungeändert bleibt. Die Aenderungen des Po- 


tentials, welche von Aenderungen in der Intensität der Strömungen abhängen, 
seien diese nun durch Aenderungen des Widerstandes oder der elektromoto- 
rischen Kräfte hervorgebracht, haben keinen Einfluss auf den ponderomotorischen 
Theil der geleisteten Arbeit. 

Die ponderomotorischen Kräfte hängen eben nur ab von den Strom- 
stärken. wie sie zur Zeit der Wirkung bestehen, nicht von deren Verände- 
rungen. Die Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen für unverzweiglte 
Leiter lassen sich ohne Schwierigkeit auf zwei beliebig verzweigte Systeme 
linearer Leiter übertragen. An jedem Verzweigungspunkte is! 

= = [+1] =0, 
wenn man mit © die Intensitäten der Strömung in den einzelnen von dort aus- 
gehenden Zweigen bezeichnet, und das — Zeichen für die Strömungen benutzt, 
deren positive Richtung von dem genannten Punkte ausgeht, das + Zeichen 


für die, deren positive Richtung auf den Punkt hingeht. Wenn aber 7 > ® 


ist, so ist auch die Summe der elektrodynamischen Wirkungen gleich Null, 
welche von dem besprochenen Verzweigungspunkte als Endpunkte mehrerer 
Strömungen ausgehen, oder auf ihn einwirken. Wenn durch die Bewegung 
einzelne Fäden des Netzes gedehnt, andere verkürzt werden, und die Strom- 
vertheilung wegen veränderten Widerstandes solcher Zweige sich ändert, so 
wird dies ebenso wenig, wie bei einfachen unverzweigten Leitungen auf die 
ponderomotorischen Kräfte Einfluss haben. 

Von dem Falle eines verzweigten Leiters kann man durch immer stei- 
gende Anzahl der Verzweigungspunkte übergehen zu einem im Raume aus- 
gedehnten Leiter von drei Dimensionen. Wenn man sich einen solchen in 
Fäden abgetheilt denkt, welche überall den Stromlinien parallel gerichtet sind, 
so dass von keinem dieser Fäden zu seinen Nachbarn Elektricität bei der 
bestehenden Stromvertheilung überfliesst, so wird die elektrodynamische Wir- 
kung dieselbe sein müssen, als wären dieselben Stromfäden als lineare Leiter 
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vorhanden und von einander durch nichtleitende Zwischenräume isolirt. Wii! 
man den Neumannschen Begriff des elektrodynamischen Potentials auf körper- 
ich ausgedehnte Leiter übertragen, so wird man bei der Variation des Po- 
tentials für die Berechnung der geleisteten mechanischen Arbeit die Strom- 
stärke in jedem, aus denselben materiellen Theilen gebildeten Stromfaden als 
unveränderlich betrachten müssen. 

Wir wollen die Stromcomponenten der elektrischen Strömung im Punkte 
x, y, 3 mil a, e, w bezeichnen, die Componenten der Geschwindigkeit des 
materiellen Leiters dagegen mit o, 5, y. Das Linienelement Ds wird die 
Richtung der elektrischen Strömung haben, wenn 





Dxz:Dy:Dz:Ds = u:vr:w:yW+e+w. 
Wenn wir nun unter q den Querschnitt eines unendlich dünnen Stromfadens 
verstehen, dessen Axe ds ist, und von dem das unendlich kleine Stück ds als 


cylindrisch betrachtet werden kann, so ist qyW+e-+ die Stromintensität in 
diesem Stromfaden, und qds sein Volumen. welches wir mit Do bezeichnen 
wollen, also die Stromintensität 

= ; 


| | i . de 
= yu+ e-+w = =, Dw = D, 9% = 7, Pu. 





Wenn also für das betreffende Stück des Stromfadens bei der Variation der 
Grössen x, y, 3 das ö unverändert bleiben soll, so haben wir: 


0 —d |7-Dw| — rm — Du] = — 0) IT Du]. 
Die erste dieser En N 


0 — ud — du-+- 5,9 Do — ar Du.dDr 
oder 


" . — „9Dz_?Do. 
3.) da= ar Traulı u Frae 


Das zweite Glied rechts in dieser Gleichung ist die relative Volumvergrösse- 

rung in der Umgebung des Punktes x, y, 3, und diese ist nach bekannten 

Sätzen, wenn dx, dy, dz continuirliche Functionen der Coordinaten sind: 
öDw döz döy dos 





Da de a a ds 
rerner ist 
\ döx dör dödx 
Re Tat A ae 
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öDx döx döx 


’ döx 


) Dz Ye che ? 








und die Gleichung für dw ergiebt: 


ji döx döy döx döz 
du = ee + +(w: Zum m) 


dem entsprechend 




















(4) de = (u: ne; Wer)- -(w: Lo. 2), 
nn (u. —- .- 2), (? n- va nn) 


Der von den beiden Elementen Ds und Ds’ abhängige Theil des Neumannschen 
Potentials P,, wie es oben in (1°.) gegeben ist, erhält dann den Werth 











a A’Ds.Ds' Yyate + ‚ut Fan er Dex’ 1. Dy Dy | ed 
r Ds Ds’ " Ds Ds * Ds Ds' 
oder da 
Dx u 
De I Tee 
u. Ss. W. 
DP, = — A et [unter +ww]. 


Wenn man hier nach den Volumenelementen Do und Dow’ integrirt, erhält man 


Da [bo Do. % u" —+-vo + ww!’ 
Beer DE . 
- g° 


Der Factor 4 ist hier eingetreten, da bei der Ausdehnung der sechs Inte- 





grationen über sämmtliche Punkte des gesammten Leitersystems jede Combi- 
nation zweier Elemente Dw und Dw' zweimal vorkommt. Wären Do und 
Dw' Volumenelemente zweier getrennter Leiter S und S’ und die Integration 
über x, y, z nur auf S, die nach x, y’, =’ nur über S’ auszudehnen, so 
würde der Factor 4 wegzulassen sein. Dass diejenigen Elemente des In- 
tegrals P,. welche wegen r= 0 unendlich werden, das Integral nicht unend- 
lich machen, so lange «, e, ww daselbst endlich sind, ist aus der Theorie der 
Potentialfunctionen bekannt. 

Beschränken wir uns zunächst darauf, den hier gegebenen Theil P, 
des Potentials zu variiren und die davon abhängigen Kräfte zu suchen, die 
wir mit X,. Y,, Z, bezeichnen wollen, so haben wir 
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3%) OP+f(Xda+ Ydy+Zuds) Do = 0. 


Wir setzen wieder die Theilchen des Körpers als frei verschieblich voraus, 
so dass dx, dy und dz von einander ganz unabhängige, aber continuirliche 
Functionen der Coordinaten sind. Beschränken wir uns zunächst auf Variation 
der x, so dass vorläufig dy = dz=(0 gesetzt wird, so erhalten wir 


ep, = AS ( —)dr( (au +ve,+ww,)Do.Dw' 


— AS [u,d(uDw)+v,d(eDw)+w,d(wDw)] Dw'. 


Setzt man nun, nach Gleichung (3.) und (3°.) 








ö(u.Dw) = uDw. ae 
Dx 
[u Be. döx , en 
= Dw-|u—— +0 —-+w 
dy dz 
und entsprechende Werthe für d(e.Dw) und d(w.Dw), so wird: 
fl löx döx „92 
‚P=-— E } mw WR un, Due 3 . | 
'p A// (3 yo un ee, + ww;) (0 +0 2 Ze Dw.Dw'. 


Setzt man nun slalt Dow seinen Werth 

Do = dx.dy.dz, 
so kann man durch partielle Integration die Differentialquotienten von dx fort- 
schaffen, vorausgesetzt, dass dx eine continuirliche Function der Coordinaten 
ist, oder dass keine Gleitstellen mit absoluter Discontinuität der Bewegung 
vorkommen. In dem resultirenden Ausdrucke ist die mit dx multiplieirte Grösse 
nach (3%) gleich -—X,Dw zu setzen. Führen wir die Grössen ein: 


r a u . 
I — Do - 


Z ev 
vı= /— Do’, 








W' = /_Dw, 
und berücksichtigen wir die Gleichung 
de du dv , dw 
ad ua’ y'di?’ 


worin e die Dichtigkeit der freien Elektricität ist, so erhalten wir 


De ur Duni er 923! 
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und für die auf die Flächeneinheit der Oberfläche des Leiters wirkende Kraft, 
wenn & die Menge freier Elektricität an dieser Flächeneinheit ist: 


; gi: ‚de 
he FH) = US. 


Dazu kommt nun noch die von dem Theile P, des Potentials herrührende 
Kraft. Ehe man hier variirt, kann man seine Integration vornehmen, wie in 
(1’.), und man erhält, wie dort 


P,= _ —— #2. rDw. Do’. 


Die Integrationen sind beide ar die sämmtlichen vorhandenen Volumenelemente 
auszudehnen, und da sich dabei die Combination jeder zwei Elemente zweimal 
wiederholt, so ist vorn der Factor 4 hinzugefügt. Dabei ist aber zu be- 


—_ 


> 





d 4 i i 
IT und Fr auch die Werthe der frei werdenden 


elektrischen Massen an den vorhandenen Grenzflächen der Leiter mitzube- 
fassen sind. 
Da das P, eine ähnliche Form, wie die Potentiale anziehender Massen 


merken, dass unter diesem 


de de a: a en 
Ir und 7 hat, so ergiebt sich in bekannter Weise daraus die Kraft 
1—k „de fde z—E£ 
X Ich gde fie ep 
2 ) 2 "ad Tr 
Oder wenn man die in Gleichung (2‘.) meiner ersten Abhandlung gebrauchte 


Bezeichnung *) beibehält 
Pe = fr u :Dw' P 

















so ist 
FE 
Führt man ferner die anderen ebenda gebrauchten Functionen ein, nämlich 
uam sr 2 
v-vı a Ti 
a ee 





*) In dieser Gleichung ist ein Druckfehler. Der Factor 47 im Nenner muss ge- 
tilgt werden, da Ag = —Ane ist. In den daraus abgeleiteten Gleichungen ist dieser 
Fehler nicht gemacht worden. 
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so werden die Ausdrücke der elektrodynamischen Bewegungskräfte einfach 
folgende: 











a Sa a ae au 


(35,3 I al 4 )+W 2 an de z], 
H W _ aw d V 
= &= ER (- r )+o a Bur7 )+ w) fi 


Dabei ist unter e alle an Flächen und in körperlichen Räumen angesammelte 
freie Elektricität zu verstehen, ebenso wie dies bei der Bildung der Function 
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a . b \ a. 
? mit — geschehen ist. Dass die mit a, ®, w multiplicirten Factoren den 


Componenten der magnetischen Kraft, welche durch die Ströme erzeugt wird, 
proportional sind, ist in Gleichung (19°.) meiner ersten Abhandlung nach- 
gewiesen. 

Die in (3‘.) gegebenen Werthe der elektrodynamischen Kräfte haben 
die @rassmannsche Form, nur dass in dieser letztern die auf die freiwerdende 


lite . ä nat le 
Elektrieität —- wirkenden Kräfte fehlen. Es bleibt noch übrig den von — 


unabhängigen Theil auf die Amperesche Form zu bringen. 
Zu dem Ende führe man in dem Ausdrucke 


fa = dU' dU’ 
(A u = te 


(JR) 
vw. | " fe ‚ [u(@—! RA Me Yen me S)] .ds.dn.dQ 


eine partielle Integration nach $ aus, welche ergiebt 


. 4 . Tulz —- -+o0y— n)tulz— 
K= + fu (@-8) rk Pie nal | 31 cosa.do 
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5) [“ u c—- Hu+y—n)(c-9o+(3—Nec-HDw] ,; . 
+/J/« 2—£) gl su+ly—n)« in. B—L)(E—$) ]as.ar.a: 
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du, |u(e— v n)+-w(s — 
-/J] «- S) 7: .\ res 2: Dr al dz.dn.dZ. 
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Mittels der Gleichung 


























de du do dw 

di d&'Mm 'a& 
. . du’ i dv’ div’ 
lässt sich aus dem letzten Integral zuerst das ” und dann r und —r 
>) s 


durch partielle Integration beseitigen. Das giebt 
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Wenn man nun zur ersten der Gleichungen (3‘.) hinzuaddirt die aus (3°. 




























“ 


folgende Gleichung: 
dU au a) 

— 1 — _— 

0=-4 I-K+u ..- +0 


so erhält man 


A’ een Er = [ul z—5)+e(y—-n)+w(z—Ö)]ds.dn.dÖ 
(3°) | 


Das letzte Glied dieses Ausdrucks ist die Amperesche Kraft zwischen zwei 
Stromelementen. Das erste Glied rührt her von den Wirkungen auf die frei- 
werdende Elektrieität in x, y, 3. Das zweite giebt die Wirkung der ander- 
wärts frei werdenden Elektrieität auf die Strömung im Punkte x, y, z. Wird 
nirgend Elektricität frei, das heisst, sind alle Ströme, die auf einander wirken, 
geschlossene, so bleibt die Amperesche Kraft allein übrig. 

Dadurch ist auch für Leiter von drei Dimensionen, bei denen die Be- 
wegungen der einzelnen Volumenelemente in ganz beliebiger Weise geschehen 


)— 3cos(i, r)cos(j, r)]ds.dn.d.. 





können, vorausgesetzt nur, dass sie continuirlich für benachbarte Theilchen 
geschehen und die Stromfäden nicht zerreissen, erwiesen, dass für geschlossene 
Strömungen das Potentialgesetz genau dieselben elektrodynamischen Bewegungs- 
kräfte ergiebt, wie Amperes (Gesetz. 

Der zweite Theil des Werthes von X in (3‘.) ist die «-Componente 
einer anziehenden Kraft 











1 de y—n s—L 
— 7 ds. dn. de [u Bir -+W r I. 


welche die frei werdende Elektricität = im Volumenelemente d35.dn.dZ auf 
die von ihr weg in Richtung von r fliessende elektrische Strömung im Punkte 
x, y, 3 ausübt. 

Der erste Theil jenes Werthes von x endlich entspricht der auf die 
im Punkte x, y, 3 frei werdende Elektrieität ausgeübten Kraft. 
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$.17. Die Anwendung des Potentialgesetzes auf Gleitstellen. 


Die in $. 15 angestellten Betrachtungen setzten voraus, dass entweder 
die Variationen dx, dy, Öz continuirliche Functionen der Coordinaten sind, 
wobei dann die Continuität der Stromleitung erhalten bleibt. oder dass die 
Stromleitung abbricht, wo die Variationen discontinuirlich werden. Nun können 
aber auch Fälle vorkommen, in denen man die Bewegung der leitenden Metall- 
stücke als discontinuirlich betrachten kann, und doch die Stromleitung erhalten 
bleibt. Ein solcher Fall wäre zunächst der. wo die zwei Metallstücke sich 
trennen, und der Strom zwischen ihnen einen leitenden Bogen von glühendem 
Metalldampf erzeugt. Hier besteht weiter keine analytische Schwierigkeit in 
der Anwendung unseres Gesetzes, da das materielle leitende Verbindungsglied 
sich durch Dehnung aus den vorher an der Berührungsstelle liegenden Metall- 
theilchen gebildet hat. Hier ist und bleibt das neue Leiterelement, welches 
die Lücke ausfüllt, für sich bestehend, so lange überhaupt Leitung besteht, 
und an diesen Fall kann sich also kein Zweifel anknüpfen. 

Weniger augenfällig wird das Verhältniss. wenn der Draht, welcher 
sich von seiner bisherigen Berührungsstelle mit dem anderen Leiter trennt, 
sogleich wieder mit anderen Stellen des letzteren Leiters in Berührung kommt, 
so dass sich immer wieder neue Stromfäden anknüpfen, und deshalb der 
Funkenbogen zwischen beiden Leitern gar nicht oder nur in unterbrochener 
Weise zur Erscheinung kommt. Dieser Fall würde dem Bestehen einer Gleit- 
stelle zwischen den beiden Leitern entsprechen. 

Denkt man sich die Stromfäden construirt, welche durch die Gleitstelle 
hindurchgehen, und nehmen wir einen absoluten Sprung in den Werthen der 
Geschwindigkeiten diesseits und jenseits der Gleitfläche an, so würde aus einer 
solchen Annahme folgen, dass in der Gleitstelle jeder der zur Zeit bestehenden 
Stromfäden immer und immer wieder zerrissen wird. Die Berechnung der 
ponderomotorischen Kräfte aus dem Potentialgesetz kann aber nur unter der 
Vorausselzung geschehen, dass die Strömung in jedem aus denselben materiellen 
Theilen bestehenden Stromfaden ungeändert bleibt. Wie sich die materiellen 
Theile des Leiters dabei in dem Faden verschieben, hat keinen Einfluss auf 
die geleistete Arbeit, da nach der Länge des Leiters keine elektrodynamischen 
Bewegungskräfte wirken. Man würde also auch in diesem Falle bei der Be- 
rechnung der Variationen voraussetzen müssen, dass die abreissenden Strom- 
fäden noch durch ein leitendes Linienelement für einen Augenblick verbunden 
bleiben. Diese Vorstellung kann unnatürlich oder willkürlich erscheinen, sie 
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ist es aber nicht. wenn wir beachten, dass bei wirklich ausführbaren Ver- 


N suchen eine absolute Discontinuität der Bewegung gar nicht eintritt, und wenn B 
man von den wirklich vorkommenden Verhältnissen den Uebergang zur Grenze ‚ 


einer theoretisch discontinuirlichen Bewegung der beiden Leiter macht. 


Kw 


| Bei der Schwäche der elektrodynamischen Kräfte, welche auf einen 
einzelnen Leitungsdraht wirken, müssen wir den Draht sehr leicht beweglich 
machen und doch dafür sorgen, dass an der Gleitstelle sehr gute Leitung des 
Stromes stattfindet. Um beide Bedingungen gleichzeitig zu erfüllen, kennen 
wir bisher keine andere Methode, als die, an der Gleitstelle flüssige Leiter, 


i 


entweder Quecksilber oder Elektrolyten, einzuschalten, deren Grenzschichten 
an den beiden metallischen Elektroden festhaften. und deren innere Schichten 
sich so bewegen, dass sie einen continuirlichen Uebergang von der Bewegung 
der einen zu der der anderen Elektrode herstellen. Hierbei ist von einer 
wirklichen Discontinuität der Bewegung also gar keine Rede, und auf der- 
gleichen Versuche bleibt die bisher gegebene Beweisführung, dass für ge- 
schlossene Ströme das Amperesche und Neumannsche Gesetz dieselben Resultate 
geben, vollkommen anwendbar. 

Denkt man sich die flüssige Schicht immer dünner werdend, so kann 
man die besprochene continuirliche Bewegung einer discontinuirlichen bis zu 
jedem Grade der Annäherung ähnlicher machen, ohne dass die bisher ange- 
stellten Betrachtungen ihre Anwendbarkeit verlieren. 

Solche Fälle treten ein, wenn wir zwei harte Metalle auf einander 
schleifen lassen. Es ist bekannt, dass dies unter ziemlich starkem Druck ge- 
schehen muss, wenn eine gute Stromleitung erreicht werden soll; dabei ver- 
ändern sich die oberflächlichen Schichten der Metalle sehr merklich und reiben 
sich ab, woraus wir schliessen müssen, dass ihre oberflächlichen Schichten 
der Bewegung des andern Stücks zum Theile folgen. Bei leicht entzünd- 
lichen Metallen, wie Eisen, sprühen dabei Funken auf, welche zeigen, dass 
der Uebergang der Elektrieität zum Theil auch durch kurze Dampfbögen unter- 
halten wird. Für dergleichen Fälle hat man die elektrodynamischen Be- 
wegungskräfte der Gleitstelle allerdings noch nicht direct beobachtet, doch hat 
Herr F. E. Neumann durch den Versuch gezeigt, dass die inducirten elektro- 
motorischen Kräfte auch in diesen Fällen seinem Potentialgesetze folgen, und 
daraus folgt nach dem Gesetze von der Erhaltung der Kraft, dass es auch 
die elektrodynamischen Kräfte thun müssen (s. unten $. 20). 

Die Annahme einer Gleitung mit discontinuirlicher Verschiebung ist 
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also den bisher beobachteten Thatsachen gegenüber nur eine Grenze, der die Be 
wirklichen Verhältnisse sehr nahe kommen können, und die deshalb analytisch die 
als vereinfachende Darstellung derselben gebraucht werden mag, vorausgesetzt de 
dass man in der Rechnung das richtige Annäherungsverfahren anwendet. ve 


Aehnliche Grenzbegriffe haben wir in der mathematischen Physik viele, wie 
den des absolut festen Körpers, der incompressiblen Flüssigkeit u. s. w., deren 
Eigenschaften sich aus den allgemeinen Prineipien der. Mechanik (Newtons un 
Axiomen) auch nur dann herleiten lassen, wenn man sie als die Grenze der be 
elastischen Körper von grossem Elasticitätscoeffieienten ansieht. Thut man 
dies nicht, so muss man bei ihrer Behandlung noch besondere Hypothesen zu 


Hilfe nehmen, welche die besondere Art und Weise definiren, wie Kräfte, en 
gegen feste Körper wirkend, zu zerlegen sind. 

In unserem Falle ergeben sich also richtige Folgerungen aus dem 
Neumannschen Gesetze, wenn man eine Gleitung mit discontinuirlicher Ver- " 
schiebung als den Grenzfall continuirlicher Verschiebung ansieht, welche nur e 
auf eine immer dünner werdende Schicht zusammengedrängt wird. Man kann “ 
nun entweder so verlahren, das man aus dem Potentialausdrucke die 
Ampereschen Kräfte herleitet, ehe man die Uebergangsschicht als unendlich 
dünn gesetzt hat; oder wenn man auf diese unmittelbar den Potentialausdruck b; 
anwenden will, das Potential von verschwindend kleinen Stromfadenelementen 
mitberechnet, welche die gleitenden Flächen verbinden. F 

Nehmen wir an, dass an der negativen Seite der yz-Fläche die leitende S 
Masse in Ruhe sei, dass zwischen 2=0 und x =4 deren Geschwindigkeit \ 
in Richtung der y sei \ 

bu 
u 


dagegen für 2 >4 

} ß. 
Die elektrische Strömung sei senkrecht zur Gleitfläche parallel x und von dem | 
constanten Werthe «,, so würden in den Schichten zwischen 2=0 und 2 =4, 


wenn jeder materielle leitende Faden seine Stromintensität behielte, nach dem 
Zeittheilchen dt die Stromcomponenten sein 


u= 4%. 
3 
= u, dt, 


vv —=Q. 
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Betrachten wir die Dicke 4 als verschwindend klein und vernachlässigen wir 
die Glieder, welche A in höherer als der ersten Potenz enthalten, so wird 
der Werth des elektrodynamischen Potentials für das Flächenstück Q dieser 
verschiebbaren Schicht sein 


= (Um, +, £ dt) Ob, 


und wenn wir die gesammie Intensität des durch Q gehenden Stromes mit J 
bezeichnen, 


J= Qu, 
so ist 
IP 
— dt = -VJPBdt, 
also unabhängig von der Dicke 4 der verschiebbaren Schicht. Eine Krafı 


Y, welche an der Ebene x =, angebracht dieselbe Arbeit leisten würde. 
müssle sein 





; dP 
Ypdt = AT dt, 
woraus folgt 
Er =aEr. 


Es ist dies einfach der Werth der Kraft, welche auf die Endfläche der ver- 
schiebbaren Schicht wirken würde, wenn sie eine Endfläche des Stromes 
wäre. Auf diese Endkraft redueirt sich die ganze elektrodynamische Wirkung. 
welche die übrigen vorhandenen Strömungen auf die verschiebbare Schicht 
ausüben, sobald diese verschwindend kleine Dicke hat. 

Da aber die Fläche z=4 in Wahrheit keine Endfläche des durch- 
strömten Leiters ist, sondern an den gleitenden festen Leiter sich anschliesst. 
so begegnet die Endkraft der sich verschiebenden Schicht der entgegengesetz! 
gerichteten gleich grossen Endkraft an der Endfläche des festen Leiters, und 
beide heben sich gegenseilig auf. 

Der ganze Einfluss einer solchen unendlich dünnen Uebergangsschicht. 
wie wir sie angenommen haben, besteht also darin, dass die beiden Endkräfte 
wegfallen, welche auf die Grenzfläche der beiden Leiter wirken würden, wenn 
stalt der leitenden Uebergangsschicht eine isolirende Zwischenschicht bestände. 
Das heisst also, es wirken diesseils und jenseits der Gleitfläche nur die 
Ampereschen (oder Grassmannschen) Kräfte. Diejenigen Theile dieser Kräfte. 
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welche auf die leitenden Elemente der Uebergangsschicht selbst wirken, sind 
verschwindend klein, wenn die Dicke der Schicht verschwindend klein ist. 

Will man also die elektrodynamische Arbeit direct aus dem Werthe 
des Potentials berechnen, und dabei die Existenz der Uebergangsschicht ver- 
nachlässigen, so muss man an Stelle dieser Schicht zwei Endkräfte an die 
Grenzilächen der gleitenden Leiter hinzugefügt denken, welche denjenigen ge- 
rade entgegengesetzt sind, die ebenda auf Endflächen der Strömung wirken 
würden. Denn die genannten Grenzflächen sind eben keine Endflächen der 
Strömung. Diese Art der Darstellung vereinfacht die Berechnung der Wir- 
kung oft in hohem Grade. Nehmen wir zum Beispiel das von Herrn Riecke 
angeführte Beispiel, wo der bewegliche Theil des Leiters der Radius eines 
Kreises ist, der an der leitenden Peripherie des Kreises gleitet, und die Zu- 
leitung des Stromes zum Centrum des Kreises, die Ableitung von der Pe- 
ripherie symmetrisch zur Axe geschieht, während die elektrodynamische Wir- 
kung von starken Kreisströmen ausgeht, die concentrisch mit dem Gleitkreise 
angebracht sind. In einem solchen Falle rotirt bekanntlich der Radius ent- 
segengeselzt der posiliven Elektricität in den Kreisströmen. Herr Fiecke hat 
Recht, dass in diesem Falle das Potential, welches die Kreisströme auf den 
Radius ausüben, sich bei dessen Bewegung nicht ändert, weil er immerfort 
in symmelrischer Lage zu ihnen bleibt. Aber die Stromfäden in der Gleit- 
stelle gehen fortdauernd aus der radialen in die tangentiale Richtung über, 
und deren Potential gegen die Kreisströme ist in erster Lage Null, in zweiter 
Lage hat es einen von Null verschiedenen Werth. Die Vorgänge in der 
Gleitstelle allein sind in diesem Falle das Treibende, und aus unserer Dar- 
stellung ergiebt sich, dass der Werth der drehenden Kraft einfach zu finden 
ist. indem man die Endkraft für die gleitende Spitze berechnet, und diese 
negativ nimmt. 

An ähnlichen Beispielen hat Herr ©. Neumann Anstoss genommen *) 
und leugnet deshalb die Anwendbarkeit des von seinem Vater aufgestellten 
Potentlialgeselzes auf Stromelemente. Die absolute Discontinuität der Bewegung 
in der Gleitstelle, welche die Schwierigkeit (das Zerreissen der Stromfäden) 
herbeiführt, ist aber nur eine mathematische Fiction. Nimmt man sie streng, 
so giebt das Potentialgesetz, welches Fortdauer des Stroms in denselben ma- 
teriellen Stromfäden voraussetzt, keine falsche, sondern überhaupt gar keine 


— 


*) Die elektrischen Kräfte. Leipzig 1873. 8. 77—79. 
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Auskunft für die Stellen, wo die Fäden zerreissen. Den richtigen Werth 
findet man auf dem von uns eingeschlagenen Wege, welcher die den wirk- 
lichen Verhältnissen entsprechende Art der Annäherung an die Discontinuität 
analytisch ausdrückt. 


$. 18. Die elektrodynamische Induetion. 

Herr F. E. Neumann hat das von ihm aufgestellte Geselz der In- 
duction im Anfange der oben citirien Abhandlung auch nur für geschlossene 
lineare Ströme erwiesen. In der ersten meiner elektrodynamischen Ab- 
handlungen (Bd. 72 dieses Journals) habe ich seine Anwendung ausgedehni 
auf die durch Aenderung der Stromstärke hervorgerufene Induction in ruhenden 
Leitern von drei Dimensionen mit ungeschlossenen Strömungen. Dasselbe ist 
hier noch zu thun für die allgemeinsten Fälle der Induction, bei denen gleich- 
zeitig Aenderungen der Stromintensität und der Lage der Leiter vorkommen. 

Die elektromotorische Kraft, welche auf das Element Ds eines Strom- 
fadens einwirkt, ist, wenn wir die bisher gewählten Maasseinheiten beibehalten 
und die Neumannschen Sätze, welche zunächst nur für Leiter von endlicher 
Länge aufgestellt sind, auf deren einzelne Längenelemente übertragen, unab- 
hängig von der Stromstärke in Ds selbst, und gleich der Geschwindigkeit der 


L dP 3 ’ a 
Aenderung des Potentials vn welches sämmtliche vorhandenen Ströme auf 


das von der Einheit der Stromstärke durchflossene materielle leitende Element 
Ds hervorbringen. 

Für zwei lineare Stromelemente Ds und Do mit den Stromstärken ö 
und j können wir setzen 





(4) DP= 15.4. 2.248.227 ]D8-Do, 


ds 2 ds.do } 
oder‘ wie in (1.) 


DP = — 44°. [(1-+k)cos(Ds, Do)-+(1—k)cos(r,Ds).cos(r,Do)].Ds. Do. 


Die indueirte Kraft R für die Längeneinheit der Stromleiter s und 5 wäre 
nach dem eben ausgesprochenen Prineipe durch folgende Beziehung gegeben 


arme u. 1i+k d’r N 
(4% \ Sy > dd = Ri ° ze SE A ER Er i USER) S. f 
(#) R.De.Do = 04 R ds de 2 "ds. 55 Ds-Do; 
oder 
R.Ds.Do = - 8} ) Br --1+Ä)cos/Ds,Do) + (1—k )cos(r,Ds).cos/r,Do)].Ds.Do\ - 


39 * 


a 
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Bezeichnen wir mit R, die entsprechende inducirte Kraft, die im Stromleiter 
o wirkt, so ist 


dr iS I-k d’r ]-Ds- Do! 


Zu DE ds.do 








R..DeBe = 5 fi I- 


und die Arbeit ÖW, welche die ponderomotorischen Kräfte an den Längen- 
einheiten der Stromleiter verrichten, 


(4) 0dW.Ds.Do = - Ai j0 dr _dr Ay Ark, 
. ‘Ur ı 


d Is do 2 mr AR Ze 








_].Ds- Do}. 


Daraus folgt 
(4.) 0J(DP) = [(R.i+R,.j)dt+IW].Ds.Do. 


Diese letztere Gleichung ist, wie wir später sehen werden, der Ausdruck des 
Gesetzes von der Erhaltung der Kraft. 

Wenn wir diese Ausdrücke auf Leiter von drei Dimensionen über- 
tragen wollen, so müssen wir die Aenderung des Potentials P suchen für ein 
Stück Ds eines aus denselben materiellen Theilchen bestehenden, und von der 
Stromstärke J==1 durchströmten Stromfadens. Sind Dr, Dy, Dz die Pro- 
jectionen von Ds auf die Coordinatenaxen, so ist der Theil von P, der sich 
auf Ds bezieht, mit Benutzung der schon früher gebrauchten Zeichen 


5.) PDs = -JA[U.De+V.Dy+ W.Ds]. 


Dieser Ausdruck bleibt nach bekannten Sätzen endlich, auch wenn das Element 


a 


Ds des Stromfadens innerhalb desselben Raumes liegt, der die Elemente für 
die Integrale U, V, W liefert. Ich werde im Folgenden diese Grössen als 
Funelionen der Zeit und der Coordinaten x, y, z des im Raume festen Punktes 
betrachten, auf den sie sich beziehen. Die Variationen JU, dY, OW sollen 
also die Veränderungen bezeichnen, welche U, V, W in dem festen Raum- 
punkte x, 4, 3 durch Aenderungen der Stromstärke und Bewegungen der 
übrigen Stromelemente erleiden. Dagegen wollen wir d(U), d(V), 0(W) 
gebrauchen, um die Aenderungen in dem bewegten materiellen Punkte zu be- 
zeichnen, der zu Anfang der Zeit dt im Punkte x, y, z sich befindet. Es 


ist also 


dU 5 IU n 
d(U) = JU+ et dy4+ 08, 
dx 
wenn dx, dy und ds die Verschiebungen bezeichnen, welche jener materielle 
Punkt im Zeittheilchen di erlitten hat. Die Veränderung von Dx ist, wie 
sich leicht ergiebt, 
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e. a daös 


ds — 





T oDr = 





-Dy-+ —- 


Mit Berücksichtigung dieser Werthe = Gleichung (5.), da J=1, 
(5°)  R.Ds.dt=Jd(P.Ds)= (%.Dr+9.Dy+ 3.Dz)dt, 
- worin geselzt ist 


= = - Alsıu) +u.24+ va, w. 
9.) 








de dı - ig 








2 ö r n d3 ] 
[9.80 = —A|0(V) +U-2 die y.di ı w. 498], 
dy dy J° 
3.00 = —A|d(W)+ u. , Bar, 


Setzen wir statt der Verschiebungen dx, dy und dz die entsprechenden Com- 
ponenten der Geschwindigkeit 

dz = a.dt, 

dy = P.Öt, 

dz2 = y.0t, 
so ergeben sich die Werthe der Grössen &%, 9), 3, welche, wie Gleichung (5. 
zeigt, die den Coordinatenaxen parallelen Componenten der indueirten elektro- 
motorischen Kraft R sind, wie folgt: 


























. ‚FoU dU dU dU de . dß ‚ dy " 
— — AI — 40: —— Aw?» La en u. ie en \ Mr. 
\ 1 | ot ng de dy '! de | U dx + de n dx 4° 2 
FoöV dV . dV dV de d$ , dy 
(Mc ‚N — — 4° 0: — __ ET Ve BE Pe et. u 
I, j A Ir Tr ar 7 er U dy | dy N dy 4° b 
‚„[öW dW ,„ dW dW da  .„ dß dy ; 
ee „u ia s be ee nn 
& A Löt Urne de Li dy Sr "Ei U das dz m ds 
Diese Werthe lassen sich auch schreiben: 
j „[ dU dU dV U au, don a on 
|" . Lö dy de )+ (C de de 1 de \ (Um I IP+ W7 1? 
röV dV dU dV dW d | 
r d \ J ) u .2 2 VPERR) ı 18 . R er T a4 > } r,\ 
we \ J) A z Ze „a dy + Mh. er 4 dy (Va Vp4 7]. 
Ei dW dU dW dV u; 2 
Bi a mann) ve enden ern ( BAER WW BE 
fa ge (-— dz dy dz e ds (Ua + Vp4 W;: 
OV on 


Die ersten Theile dieser Ausdrücke 





U a 

—, und —— geben die indueirteı 
YET FT moin 
Kräfte, denen das Leiterelement ausgesetzt sein würde, auch wenn es nicht 
selbst bewegt würde. Wenn wir die in Gleichung (19.) meiner Abhand- 
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lung im 72. Bande eingeführten Werthe der magnetischen Kraftcomponenten 
?, M, NR anwenden 











e'B =  dW7 
un dz dy 4° 

- dW dUT 
.) N=- Au mh 
a. 

R’= Al 12h: 








so erhalten die zweiten in (5) mit «, , y multiplieirten Theile der obigen 
Kräfte, die wir mit &,, Qı>, 3ı bezeichnen wollen, die Werthe 

K = -A[PN-YM). 

Jı = -Ayt—eN], 

3. = -A[eM-R 9, 
woraus folgt 
(9°.) &Da+Y,Dy+3:Dz = -AlXyDy—PDz)+M(eDz—yDz)+N(PDz—eDy)). 
Das ist die durch Bewegung des Leiterelements Ds quer durch die Richtung 
der magnetischen Kraftlinien erzeugte inducirende Kraft. 

Endlich der letzte Theil der Werthe von &, 9), 5. der die Differential- 
quotienten von (U@+VP+ Wy) enthält, und den wir beziehlich mit %,, 9,, 
3, bezeichnen wollen, giebt für einen linearen Leiter, dessen Längenelemente 
Ds sind, 





(5°.) S&Dx+Y.Dy+3:D3) — -(Va+ VB Wy), 


wo der Ausdruck rechts die Differenz der den Grenzen der Integration an- 
gehörigen Werthe bezeichnet. Er wird gleich Null, wenn die Integration über 
eine geschlossene Curve ausgedehnt wird. 

Ich will hier nur noch an die seit Ampere bekannten Beziehungen 
zwischen %, M, N und U, V, W erinnern. Es sei dw das Flächenelement 
einer einfach zusammenhängenden Fläche, und es seien a, b, ce die Winkel, 
welche die Normale dieses Elements mit den Coordinalenaxen macht. ds aber 
das Linienelement der Grenzcurve, so ergiebt sich mit Benutzung der in (5°.) 


gegebenen Werthe, wenn %, M, A und U, V, Win der Fläche überall stetig 
und endlich sind. 


if fR.eosa+ M.cosb+N.cosc)do = ifJR.Ay.ds +M.de.ds+N.de.dy) 
= if(U.de+ V.dy+ W.ds) = /(U.u+ V.ce+W.w)ds, 
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worin die ersten beiden Integrale über die ganze Fläche, das letzte über die 
ganze Umfangslinie auszudehnen sind. Das elektrodynamische Potential für 


die vom Strome i durchflossene Umfangslinie findet sich gleich dem magne- 
tischen Potential für die Fläche, wenn deren Flächeneinheit das magnetische 
Moment ö in Richtung ihrer Normale hat. Es entspricht dies dem von Ampere 
aufgestellten Satze, wonach die ponderomotorische Einwirkung eines ge- 
schlossenen Stromes auf andere Ströme oder Magnelen, gleich der magnetischen 
Einwirkung einer in der angegebenen Art magnelisirten und von der Strom- 
linie begrenzten Fläche ist. 

Daraus ergiebt sich weiter, dass die inducirte elektromotorische Krafı 
in der ganzen Länge der Grenzeurve gleich ist der Grösse 

d Sl: h 

Zu .cosa-+M.cosb+N.cose| dw. 
Die unter dem Integralzeichen stehende Grösse ist die in Richtung der Nor- 
male von dw wirkende magnetische Richtkraft, multiplieirt mit dw. Nennen 
wir diese AR, und beschränkt sich die Fläche auf ihr eines Element dw, so 
ist die längs des ganzen Umfangs von dw inducirte elektromotorische Kraft 


d, 
= R.do). 


$. 19. Die Erhaltung der Energie. 

Wir haben noch zu untersuchen, in wiefern die gefundenen pondero- 
motorischen Kräfte X, Y, Z der Gleichung (3.) und die elektromotorischen 
&%, 9, 3 der Gleichungen (5’.) die Forderungen des Gesetzes von der Er- 
haltung der Energie erfüllen. Wir wollen zunächst die Werthe beider Arten 
von Kräften als unbekannt betrachten und aus der Constanz der Energie den 
Zusammenhang herleiten, der zwischen beiden besteht. 

Wenn wir den Leitungswiderstand der Volumeneinheit eines körperlich 
ausgedehnten Leiters, nach denselben Einheiten gemessen wie in den Glei- 
chungen (3'.) meiner ersten Abhandlung, mit 2 bezeichnen, so sind die Glei- 
chungen der elektrischen Strömung: 


dp 


zu = peut AERE Dir un JA 
\ de " de 
Ä de 
6) iz» = -—49+B 
. F \ dy ı< ’ 
d 
Pos m F a 


BET 
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Darin ist g die elektrostatische Potentialfunction, und 4, 3, & sind die ander- 
weitigen elektromotorischen Kräfte hydroelektrischen oder thermoelektrischen 
Ursprungs, welche etwa mitwirken. 

Multipliciren wir die erste dieser Gleichungen mit wdt, die zweite mil 
odt, die dritte mit wd£, addiren und integriren die ganze Summe über den 
sanzen Raum, so erhalten wir 


| def Jr e’-+w')dx.dy.ds = dt / AR: u+Be-+Qw]de.dy.dz. 





(6°.) | -t/// Tu SE to E +: # ]ar.dy.az, 
| + If Ru-+ Yo+Zw]de.dy.dz. 


Das Integral links ist das Arbeitsäquivalent der in den Stromleitern während 
des Zeittheilchens dt entwickelten Wärme. Das erste Integral rechts ist das 
Arbeitsäquivalent der bei der Strömung aufgebrauchten chemischen Kräfte in 
hydroelektrischen Erregern, beziehlich der durch das Peltiersche Phänomen 
aufgebrauchten Wärme in thermoelektrischen Erregern, wie ich dies schon in 
meinem Büchlein über die Erhaltung der Kraft entwickelt habe. Das zweite 
Integral links ist das durch die elektrischen Strömungen verloren gegangene 
Arbeitsäquivalent elektrostatischer Kräfte, wie die zur Gleichung (5°.) meiner 
Abhandlung im 72. Bande dieses Journals gegebenen Erläuterungen mit Be- 
rücksichtigung von (4’.) ebendaselbst zeigen. 

Daraus folgt, dass das dritte Integral der rechten Seite, welches wir 
mit Qdt bezeichnen wollen, 


ws) = (/f&u+9Ye+3w)de.dy.ds 


dasjenige Arbeitsäquivalent darstellt, welches die inducirten elektromotorischen 
Kräfte zur Wärmeentwickelung in der Leitung beigetragen haben. Ausser- 
dem haben die ponderomotorischen Kräfte der elektrischen Ströme mechanische 
Arbeit erzeugt, deren Betrag WdE ist, 


(&) 8 = /JfXe+ YP--Zy)da.dy.ds, 


worin a, P, wie im vorigen Paragraphen, die Geschwindigkeitscomponenten 


75 
des materiellen Volumenelements dx.dy.dzs in Richtung der x, y und z be- 
zeichnen. 

Diese letzten beiden Arbeitsäquivalente Qdt und Wodt sind nun zu 


leisten auf Kosten des Arbeitswerthes der elektrischen Strömungen, den wir 
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in Gleichung (4°.) meiner ersten Abhandlung mit &, bezeichnet haben: 


Ä ) a= afff Vu V.e+W.w)dx.dy.dz; 1) 


und wir haben also 


re Se, 


als Ausdruck des Gesetzes von der Erhaltung der Kraft. 
Wenn wir in den Werth von 28 der Gleichung (6.) die von uns aus 7 
dem Potentialgesetz hergeleiteten Werthe der Kräfte X, Y, Z der Gleichung 


. " 4-20 de \ i Se 
(3.) setzen. darin aber die Grösse r; durch ihren Werth ersetzen. nämlich 
( 


in Volumenelementen 
de du dv dır 


d dx dy dz ’ 
und in Flächenelementen an der Grenze der Leiter 


de | | 
1 4.c0sa+v.cos b+w.cose, 
Ä 


endlich die Differentialquotienten von x, ©, ww durch partielle Integration besei- 
tigen, so erhalten wir einen Ausdruck von der Form 











6.) W = A///Vua+D.c+R.w]de.dy.dz, 
worin - 
ee BEN. (EA). Bro yarW. u 
\" 2 BL dy ==) 4% ( dz u RNIT W.y. 
IV dU dV dWs d i J0n, 
6? \ En a ( — ——) nn \ı MR EL OL = 
16.) Aa 16% dy hiL \ dz dy / dy [W.a+r.B+W.y], 
dW dUN. 2 dW dV Ev Bu 2 en Pr 
N u Bl —— )+B eur - )+1V.e -V.P+-W.y 


Damit die hier vorgenommene partielle Integration ausführbar sei, muss wieder 
vorausgesetzt werden, dass die Grössen U«, V? und Wy continuirliche 
Functionen der Coordinaten seien. In dieser Beziehung müssen also Gleit- 
stellen bei Berechnung der elektromotorischen Kräfte ebenso behandelt werden. 
wie bei Berechnung der ponderomotorischen Kräfte in $. 17 geschehen ist. 
Die Grösse &, ist (wie die in (1”.) und \1'.) des $. 2 meiner ersten Ab- 
handlung für U, V, W gegebenen Ausdrücke zeigen. 


_ Sf 1— k | ru, \ PR dr | . FR 
U na IE en u, de.de 9 n.dn .. W;,* dx.d£ (ds.dn.ds, 


WO % 5, %,, ©, die Werthe von a, ve, w» im Punkte S, n, 


D 


sind) eine voll- 
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kommen symmetrisch gebaute Function der Werthe «, ®e, w in x, y, 3 und 
der Werthe «,, v,, wc, inS&, n, {, und jedes Raumelement kommt darin einmal 
als influirtes in de.dy.dz und einmal als influirendes in dö.dn.dö vor; da 
demnach jedes Paar doppelt vorkommt, so ist der Factor 4 vorgesetzt. Die Aen- 
derung von $, wird also ganz gefunden, wenn wir jedes Leiterelement, so- 


- 


fern es als influirendes in S, n, © vorkommt, sich nach Lage und Strominten- 
sität ändern, sofern es als influirtes in x, y, 3 vorkommt, unverändert be- 
harren lassen und den Factor 4 beseitigen. Dies giebt 


dD, 


.. “a BR. > A. ß 
ip nu A/// te tw T- dx .dy.dz. 


Setzt man in Gleichung (6‘.) die Werthe aus (6’.). (6°.),. (6°.) und (6”.), so 


erhält man 





\0 = /// [+ 4.9+4-]+0.[9+ 2.044; ar 


dW 
dt 
Diese Gleichung ist durch die oben in (5“.) gegebenen Werthe von X, 9, 3 
wirklich erfüllt, und somit den Forderungen des Gesetzes von der Erhaltung 
der Energie Genüge geleistet. 





a w.|3+A.R+L- ||-dx.ay.dz. 





Wir haben noch den Fall zu besprechen, dass ein Magnet sich relativ 
zum Strome bewege, sei es ein permanenter, sei es einer der durch die Ein- 
wirkung elektromagnetischer Kräfte aus einer magnetisirbaren Substanz erst 
gebildet wird. Wir wollen der einfacheren Darstellung wegen annehmen, 
die magnetische Substanz selbst sei nichtleitend für die Elektrieität. Die Fälle 
der Anwendung werden dadurch nicht eingeschränkt. Denn in leitenden 
magnetischen Substanzen würde man sich die Elementarmagnete nur mit 
leitenden Hüllen umgeben zu denken und die in diesen inducirten Ströme 
dem System der übrigen vorhandenen elektrischen Ströme zuzurechnen brau- 
chen. Nun ist bekannt, dass die ponderomotorischen und inducirenden Fern- 
wirkungen eines jeden Elementarmagneten in der magnelisirten Masse genau 
dieselben sein würden, wenn an Stelle des kleinen Magneten ein elektrischer 
Kreisstrom gesetzt würde, dessen Intensität multiplieirt mit der Fläche, die 
er umlliesst, gleich dem magnetischen Momente des Elementarmagneten ist. 

Nehmen wir an, dass diese Kreisströme existirten an Stelle der 
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Elementarmagneten, und dass in jedem von ihnen fortdauernd eine elektro- 


motorische (etwa hydroelektrische) Kraft wirksam gehalten würde. welche 
genau der zu der betreffenden Zeit und an dem betreffenden Orte ein- 
tretenden Magnetisirung entspräche. so würden die sämmtlichen Theile der 
ponderomotorischen Arbeit genau dieselben sein, wie für die magnelische 
Substanz, und die inducirenden Wirkungen in den sämmtlichen elektrischen 
Leitern ebenfalls. Dagegen würde in den hypothetischen Kreisströmen noch 
hinzukommen die chemische und thermische Arbeit dieser Ströme selbst und 
die indueirten elektromotorischen Kräfte in ihren Bahnen: wegfallen würde 
die Arbeit der Magnetisirung der Elementarmagnete. In dem hypothetischen 
Systeme, welches statt der Magnete nur Ströme enthält, wäre nach dem von 
uns geführten Beweise das Gesetz von der Constanz der Energie gültig. Es 
fragt sich also nur, ob diejenigen Antheile der hier betrachteten Arbeitsgrössen, 
die auf die Kreisströme fallen, durch die auf die Elementarmagnete fallenden 
ersetzt werden können. Wenn in einem solchen Kreisstrom zur Zeit keine 
inducirte elektromotorische Kraft wirkt, so wird die in ihm geleistete ther- 
mische Arbeit ein genaues Aequivalent der in ihm verbrauchten chemischen 
Energie sein, und beide sich gegenseitig in der Berechnung aufheben. Wenn 
aber die elektromotorische Kraft R inducirt wird. und die Stromstärke ö herrscht. 
so wird die Wärmeentwickelung iN#dt während des Zeittheilchens dt statt- 
finden, welche nicht durch die in dem Kreisstrome selbst wirkenden Arbeits- 
äquivalente gedeckt wird. Nennen wir andererseits die zur entsprechenden 


. * [2 * IS * . a [ 
Maenetisirung erforderliche Arbeit S. so würde —--dt die in demselben Theil- 
o o dt 


chen aufgewendete Arbeit sein, wenn der Kreisstrom durch den Elementar- 
magneten ersetzt würde. Wir würden also für jeden einzelnen Kreisstrom 
haben müssen 


Re, 
dt 

da jeder einzelne Kreisstrom durch seinen Elementarmagneten müsste ersetzi 
werden können. Nun ist aber © dem magnetischen Momente proportional, und 
dieses ist eine Function der magnetisirenden Kraft, die wir mit o bezeichnen 
wollen. Das magnetische Moment des betreffenden Elementarmagneten sei 


,, und dw die Fläche des Kreisstroms, so ist 
i.dw = 9,. 


Andererseits ist die inducirte Kraft R nach dem am Schluss von $. 18 ge- 
40 * 
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gebenen Nachweise bestimmt durch die Gleichung 








do 


R = — do. 


Die obige Bedingungsgleichung wird also 
































j de ds 
Fo Au 





ent! 
Da wir nun über S im Allgemeinen nichts weiter wissen, als dass es eine IR, 
Function der Magnetisirungsstärke y,, also auch eine Function von o ist, so 79 
entspricht die letzte Gleichung dieser Anforderung, wenn wir setzen 
IS = / g.do, Di 
1 Cu 
Bei permanenten Magneten würden S, o und % gleich Constanten zu setzen sein. se 
3ei magnetischen Substanzen mit Coöreitivkraft geht beim Magnetisiren Y 
und Entmagnetisiren Arbeit verloren, deren Aequivalent sich wahrscheinlich 
als neu entwickelte Wärme in den Magneten vorfinden wird. 
so 
Ss, 20. Das Induectionsgesetz unter Voraussetzung ausschliesslicher 
Gültigkeit des Ampereschen Gesetzes. s, 
Es bleibt noch die Frage übrig, ob nicht noch andere Gesetze der | ur 
ponderomotorischen und durch Bewegung inducirten elektromotorischen Kräfte n? 
bestehen könnten, welche dem Gesetz von der Erhaltung der Kraft genügen, 
ohne dass dabei die Wirkung geschlossener Ströme auf geschlossene, deren 
Uebereinstimmung mit dem Potentialgesetz durch die Versuche genügend fest- R 
gestellt erscheint, verändert würde, und ohne dass die Analogie zwischen E 
permanenten Magneten und geschlossenen Strömen in Bezug auf ihre elektro- $| 
dynamische Wirkung dabei aufgehoben würde. u 
Die Gleichung (6’.), welche das Gesetz von der Erhaltung der Kraft Si 
ausdrückt, redueirt sich für zwei lineare Leiterstücke offenbar auf die Glei- } 
chung (4‘.). \ 
Bezeichnen wir also wie dort die inducirte elektromotorische Kraft, | 
welche das Leiterstück Do in Ds hervorbringt, mit R.Ds.Do, diejenige da- 
gegen, welche Ds in Do hervorbringt, mit R,.Do.Ds und die Arbeit, welche € 
bei der Bewegung beider geleistet wird. mit IW.Ds.Do, die actuelle Energie h 


der elektrischen Bewegungen mit P.Ds.Do, so muss sein 








Helmholtz, über die Theorie der Elektrodynamik. 


4) SP = iR. d-+j.R.d+ IM. 

Der Werth von P ist bestimmt durch die Energie, welche die in Ds und 
Do bestehenden Stromstärken durch die beim Schwinden ihrer Strömungen 
indueirten Ströme bei gegenseitiger Einwirkung noch hervorbringen können. 
Die allgemeine Form von P ist schon in meinem ersten Aufsatze Bd. 72 
discutirt worden. Zu P haben wir also keine Zusätze mehr zu machen: es 
enthält schon die bis jetzt unbestimmte Constante k. Die Zusätze zu R. R, und 
%, wollen wir beziehlich mit jr. ir, und ij.w bezeichnen. Unsere Gleichung 
(4°.) ergiebt alsdann 


.) 0 = r.dt+r.dt+dw. 


Diese Gleichung muss ungestört bleiben, wenn der Leiter s eine geschlossene 
Curve bildet, und seine Fernwirkung durch einen permanenten Magneten er- 
setzt wird. In einem solchen fällt die elektromotorische Kraft r fort. während 
r, und w unverändert bleiben. Daraus ergiebt sich. dass 


fi we 6 


so oft es über einen geschlossenen Stromkreis genommen wird. 

Einen solchen stellen wir her, wenn wir irgend zwei lineare Leiter 
s; und s, so zusammenlegen. dass ihre Endpunkte « und b zusammenfallen, 
und ein Strom von derselben Intensität © in s, von a nach 5b, in s, von b 
nach a fliesst. 


Daraus folgt. dass die elektromotorische Zusatzkraft / v.Ds in der 


ı 


Richtung von a nach 5b wirkend für beide die gleiche sein muss. wenn ihre 
Endpunkte zusammenfallen. wie auch übrigens der Verlauf der beiden Curven 
s, und s, sein mag, und dass also die Grösse dieser Zusatzkraft in einem 
ungeschlossenen linearen Leiter allein von der Lage und den Bewegungen 
seiner Endpunkte abhängt. Ferner, dass sie gleich Null ist. wenn diese End- 
punkte unveränderte relative Lage gegen alle Theile des Leiters o behalten, 
weil dann auch der Leiter s, als vollkommen ruhend gegen o gewählt werden 
könnte. und unter diesen Umständen in ihm keine Induclion vorginge. 

Da nun der Werth der gesammten elektromotorischen Kraft in s durch 
eine Integration über die Längenelemente Ds gefunden wird. so muss der 
Werth dieses Integrals nur von der Lage der Endpunkte von s abhängen. 
nicht von dem Verlauf der Curve zwischen diesen Endpunkten, das heisst die 









318 Helmholtz, über die Theorie der Elektrodynamik. 


Function 2 sein, die nur von der relativen Lage der einzelnen Punkte von 
s gegen die Elemente do abhängt. Da bei der Lagenänderung Aenderungen 
in der Länge von o vorkommen können, so ist es zweckmässiger, wie in 
$. 15. die einzelnen Punkte von s und o wieder durch zwei bei der Be- 


wegung unverändert bleibende Parameter p und © zu bestimmen. Wir werden 
dann zu setzen haben 


7)  1.Ds.Do=r. re % ‚Dp.Do =  Dp. Do. 
Die relative Lage von Do gegen einen Punkt von s ist gegeben, wenn die 
drei Seiten des Dreiecks zwischen diesem Punkte und den Endpunkten von 
Do gegeben sind. Diese sind: 


dr z z + 
r, dr u Düö, —. — Do 
Es muss also P.D@ eine Function dieser Grössen und ihrer Aenderungen 
sein. und zwar linear nach den letzteren, und selbst proportional Do; es 
wird also von der Form sein: 


(7 $.Da = 9. — — dr. -Do-+w- (I). Dö--y: A ı Dü. 


5, £ f ; dr 
Hierin können , w, x Functionen sein von r und er da nur noch solche 


Verbindungen der Seiten des oben genannten Dreiecks vorkommen dürfen, 
deren Werthe frei von Da® sind. 


7 oe . . . r 
Wenn w nur von r abhängig ist, nicht von 7, wenn ferner f und 
q Functionen von r bezeichnen und 


= fr) 
(7°) 
dr 
x > g( ar 


so hätte jedes Glied in dem Werthe von j.$ entweder den Factor 


zZ = —j.cos[r, Do] 


oder 


j. IE) = = —j.dceos[r, Do]. 


zu integrirende Function muss der nach s genommene Differentialquotient einer 
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Es käme also von der Strömung j, die nach Do gerichtet ist, nur die in 
Richtung von r fallende Componente in Betracht. Da nun diese Projection 
gleich der Summe der Projectionen der nach beliebigen Richtungen genommenen 
Componenten von j ist, so kann in diesem Falle j in dem Leiterelement er- 
setzt werden durch eine beliebige Anzahl beliebig gerichteter Componenten, 
deren Resultante gleich j ist. Dies kann aber nicht geschehen, wenn y, 


und % eine andere Art der Abhängigkeit von —— hätten. Unter der ge- 


nannten Annahme, deren Wahrscheinlichkeit wohl als sehr gross bezeichnet 
werden kann. und die auch von Herrn ©. Neumann seinen Deductionen zu 
Grunde gelegt wurde, würden also die Gleichungen (7'.) bis (7.) die allge- 
meinste Form des Werthes von v geben *). 


Für die speciellere Aufgabe jedoch eine Form des Inductionsgesetzes 
zu finden, welche unter Voraussetzung des Ampereschen Gesetzes für die 
ponderomotorischen Kräfte, mit Ausschluss der auf die Enden der Leiter wir- 
kenden Kräfte, giltig ist, genügt die Form (7'.). Zunächst werden wir aus 
denselben Gründen für die in dem Leiter o inducirte elektromotorische Kraft 
vr, analoge Ausdrücke aufstellen dürfen 


ID 
(1%) u. D.De = --Dp.D@ 


x do 





und 


a‘ H ds x frN\ GE /ds\ 
Ca pP = Zr rail r .(7)+2.0(7)» 


. . h dr j £ a 
worin ,. w, und %, Functionen von r und 7, sein müssen. Benutzen wir 
(IS 
dann die Gleichung (7.) 
7.) dw = —(t+r)dt, 


so erhalten wir durch Integration über die Längen der beiden Leiter s und © 





Si 
” 


Die hier gemachte Annahme verbunden mit der, dass das Potential zweier 
Leiter mit der Formel von Herrn Neumann senior übereinstimmen müsse, wenn beide 
geschlossen sind, genügt die im 72. Bde. dieses Journals in $. 1 meiner Arbeit aus- 
geführte Verallgemeinerung der Potentialformel zu rechtfertigen, an Stelle der dort ge- 
machten Voraussetzung, dass die Uebereinstimmung stattfinden müsse, wenn auch nur 
einer von beiden Leitern geschlossen sei, deren experimentelle Begründung zur Zeit viel- 
leicht zu mangelhaft erscheinen könnte. 
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mit ähnlicher Bezeichnung, wie in $. 15: 


ij.ffow. Ds.Do = — EZ Fa vor | 


| -/Ir&4e- 1230.00] 








ij ‚g de dıy, 
(T.) — 2 BA or. Dp| 
ins by T,.@e f) doo . m| 
er 1) dt X do Do» 








Ei de dös 

-S/ |: ara dp Dr]. 
Die Summen sind hier für die einzelnen Stromenden zu nehmen. Die drei 
ersten Glieder dieses Ausdrucks entsprechen anziehenden oder abstossenden 
Kräften zwischen je zwei Stromenden, oder zwischen Stromenden und Strom- 
elementen, wie wir dergleichen ähnlich aus dem Potentialgesetze hergeleitet 
haben. Die beiden letzten Glieder geben Kräftepaare, welche die Stromele- 
mente zu dehnen und zu verkürzen streben. und in den Kräften des Po- 
tentialgeselzes kein Analogon finden. Es lassen sich daher die sechs noch 
unbekannten Funclionen 9, W, %, ı» Wr. %ı so bestimmen, dass die Kräfte, 
welche von den Stromenden ausgehen, gleich Null werden. Zu dem Ende 
müssen wir seizen 


Ak as 
\v+n= tt. 
re p en. A", 
| = _. ZA 


Die obige Gleichung 4°.) für den Werth der nach dem Potentialgesetz indu- 
cirten Kraft lässt sich schreiben 





de, de dt = Ar0)j. dr dr I+k d’r Bd 


dp do m dp dm» 2 dp.do 


und es wird also die gesammte Inductionskraft, welche das Element Do auf 
Ds ausübt, wenn nur die ae a Kräfte als ponderomotorische existiren: 
Ir 1+k dr 
t=. nn. .dj 7 
"T Kar2 Ds.Do.dt = Be En PFerir ern Baar "er = 0j.Dp.Do® 


I+kd (dr) 1 dr d(ör) ör dr 














|Dp.Do. 


+A-| 4 dp.do r dp do r dp.do 
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Der erste mit dj multiplieirte Theil dieses Ausdrucks giebt die von der 
Stromesschwankung herrührende Induction, der zweite Theil dagegen die von 
der Bewegung herrührende. Wenn wir berücksichtigen, dass 





dr 7 d’r 
m En = ) —:D8S. | 
Dp.Do.o| dp.da - f 4; Ds.Do |, 
dr " dr dr dr I 
Ben EEE 1) 2 sn —  — 0 ) . J \ 
dp Dp ‚Do. 0 | da ds | do D | ‚Ds, 


so ergiebt sich der Werth der durch Bewegung indueirten elektromotorischen 
Kraft P im Elemente Ds gleich 


IP.Ds.Do.dt = A”.j | - 2 6054. 0 [cos9,.Do] Ds 


\ 7 
dr 


(8°.) — —-[008J9.c0s 4, — c0os&/Ds.Do 
r e 
1 4 I l ! 
2 0 u c08 9.0084, — c08sE)Ds.Do |\. 


Dieser Ausdruck verwandelt sich in den von Herrn ©. Neumann gefundenen, 
wenn man k=—1 setzt. welche Annahme übrigens nach den in meinem 
früheren Aulsatze im 72. Bande gemachten Auseinandersetzungen unzulässig 
ist, da die Stabilität des Gleichgewichts der ruhenden Elektrieität fordert, dass % 
keinen negativen Werth habe. Der hier gefundene Werth der indueirten elektro- 
motorischen Kraft genügt übrigens, wie ich schon in der Einleitung bemerkt 
habe, den sämmtlichen von Herrn ©. Neumann an die Spitze seiner Deduction 
(Abh. der Kön. Sächs. Ges. d. Wiss. Bd. X. S. 419 u. 420, sowie $. 468-470) 
gestellten Forderungen. Er genügt aber nicht der Annahme, die derselbe auf 
Seite 481 und 482 seiner Arbeit eingeführt hat, wonach die Verlängerung 
eines Stromelements in der Weise indueirend wirken soll, als wenn in dem 
hinzukommenden Theile seiner Länge der Strom neu einselzte, und die In- 
duction nach dem Gesetze der durch Aenderungen der Intensität indueirten 
Ströme geschähe. 

Ich habe in der vorliegenden Entwickelung keine einschränkende Hy- 
pothese über die Art, wie Verlängerung der Stromelemente wirkt, gemacht. 
Deshalb ist die Constante # mit unbestimmtem Werthe stehen geblieben, und 
es geht daher aus dieser Untersuchung bervor, dass das Amperesche Geselz 
der ponderomotorischen Kräfte in der That mit dem Gesetz von der Erhaltung 
der Kraft, wie mit der Stabilität des elektrischen Gleichgewichts vereinbar 

'äre. Aber freilich wird eine solche elektrodynamische Theorie viel com- 
Journal für Mathematik Bd. LXXVIII. Heft 4. ; 41 
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plieirter, als die aul das einfache Potentialgesetz gegründete. Die Entscheidung 
kann also nur durch Versuche, nicht durch theoretische Betrachtungen ge- 
wonnen werden. 

Der erwähnte Unterschied zwischen der Induetion durch Stromstei- 
gerung und der durch Bewegung bei Verlängerung eines Elementes hängt in 
dem von uns gegebenen Ausdrucke davon ab, dass das mit 1+% multipli- 


x 


cirte Glied im ersteren Fall die Factoren 4.Ds.Do.dj, im letzteren aber 
1jd(Ds.Do) enthält. 

Zu bemerken ist noch, dass, wenn wir k=—1 setzen, nach den hier 
entwickelten Formeln sich ergiebt 


(R+r)Ds.Do.dt = _ 4.007 .Ds.d[j.rcos9,. Do] 


+ AR.j.cose-. Ds.Do, 


während nach der von Herrn ©. Neumann ]. ce. auf S. 503, Gleichung (132.) 
gegebenen Formulirung das Do aus der mit Ö behafteten Parenthese heraus- 
bleiben würde. Die letztere Formulirung nimmt keine Rücksicht auf Induction 
durch Verlängerung der Leiterelemente. Wenn sie diese nähme, so würde 
der leizterwähnte Unterschied verschwinden, falls ich den Sinn der Neu- 
mannschen Deduclion richtig verstehe. 

Endlich ist hier noch zu bemerken, dass in dem mit dem Factor 1—% 


y 1° . . “ . Ur 1? ) rs 
behafteten Gliede bei allen diesen Entwickelungen statt rn hu audi 
s ds.do ds.do 


setzt werden könnte, worin g irgend eine eindeutige und continuirliche Function 





von r bedeutet. Diese ist in meinem Aufsatze im 72. Bande dieses Journals nur 
deshalb gleich r gesetzt worden, weil es wahrscheinlich erschien, dass die 
noch unbekannten Theile der Wirkung eines Siromelements dasselbe Gesetz 
der Wirkung in die Ferne zeigen würden, wie die bekannten. Dabei wäre 
aber noch besonders zu untersuchen, ob ein solches 9 geeignet wäre, den 
Bedingungen der Stabilität des Gleichgewichts zu genügen. 

Was die möglicher Weise experimentell zu beobachtenden Unterschiede 
zwischen den beiden Induclionsgeselzen betrifft, die aus dem Potentialgesetze 
einerseits und aus dem Ampereschen andererseits folgen, so zeigt unsere Dar- 
stellung, dass die in geschlossenen Kreisen inducirten Kräfte überhaupt keinen 
Unterschied zeigen werden, sondern nur die in geöffneten Kreisen. In letzteren 
werden verhältnissmässig die stärksten Wirkungen hervorzubringen sein, wenn 





li 
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der indueirende Kreis o geschlossen ist. Er kann dann viele Windungen haben, 


oder durch starke Magnete ersetzt werden. In diesem Falle fällt das mit dem 
Factor 1+% behaftete Glied durch die Integration über den Leiter © aus. 
und der Unterschied zwischen beiden Gesetzen redueirt sich auf das Glied 


d dr 
j.dt=—A’.j-- [0r.- 1 


ds r doJ' 


Bezeichnen wir die Längenelemente der Linien, in denen sich die Endpunkte 
des Leiters s bewegen, für den höchsten und niedersten Werth von s bezieh- 
lich mit do, und do,, so können wir setzen 


dr’. ne dr 
dör=——.do,, beziehlih dr = ——.do,. 
do, do Ar 


2 


1 dr dr 1 dr dr 
fir. $ no / s [0 0 1 - BEN | .—o _ — | 
OLJ jr. ds 1.30% r do do, 9 r do do J’ 


ei Br .„ A — 
worin für r und 7g Qie den entsprechenden Endpunklen des Leiters zugehörigen 


Werihe zu nehmen sind. 


Dann wird 


Die nach dem Potentialgese!z stattfindende elektrodynamische Kraft re- 


dueirt sich dagegen bei geschlossenem o auf 


\ > wa dr dr 
It fR.ds — #.3.3/ I |ds. 


Denken wir uns also einen Stromkreis 0 zusammengesetzt aus 

1) der zweiten Lage von s, positiv durchlaufen, 

2) der Bahn do, des oberen Endpunktes von s, gegen die Richtung 
der Bewegung durchlaufen. 

3) der ersten Lage von s, negativ durchlaufen, 

4) der Bahn do, des unteren Endpunktes von s, in Richtung der Be- 
wegung durchlaufen, 
so würde die vom Element j.ds indueirte Kraft nach dem Ampereschen Ge- 


selze sein müssen 


che | ‚.fi dr dr 
iR +r)ds = Ai) N do. 


do do 


Das wäre gleich der elektromotorischen Kraft, die der Strom j beim Ent- 
stehen in dem ganzen beschriebenen Umkreise 9 erzeugen würde. 


41* 
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Diese Formulirung halte Herr Neumann senior *) vor der Aufstellung 
des Potentialgesetzes aus dem Ampereschen Gesetze abgeleitet. 

Wenn das Potentialgesetz gilt, fallen dagegen diejenigen Theile des 
letzten Integrals fort, welche sich nicht auf die beiden Lagen des Leiters s, 
sondern auf die Bahn seiner Endpunkte beziehen. Ss 

Denken wir uns eine drehrunde Metallscheibe, schnell um ihre Axe 
rotirend, und von magnelischen Kraftlinien durchzogen, die der Axe parallel, 
und rings um die Axe symmetrisch vertheilt sind, so wird der Rand der 














Scheibe nach dem Ampereschen Gesetze elektrisch werden, nach dem Potential- 
geselze nicht. 


el 

*) Allgemeine Gesetze der indueirten elektrischen Ströme. Abhandl. d. Berliner fi 
Akademie d. Wiss. 1845. 

Berlin, im April 1874. | ” 











Extrait d’une lettre de M. Ch. Hermite aM. Borchardt 
sur la transformation des formes quadratiques ter- 
naıres en elles-memes. 


Permettez-moi de repondre a une objection tres-fondee qui a 
ete faite par M. P. Bachmann, a mes formules pour la transiormation des 
formes quadratiques ternaires en elles-memes, dans son travail intitule: 
„Untersuchungen über quadratische Formen.‘ tome 76 de votre journal 
p. 331. L’analyse indirecte dont jai fait usage ne prouve pas en ellet qu’elles 
comprennent, sans aucune exceplion, toutes les substitutions qui reproduisent 
une forme donnee; or un point aussi essentiel demande ä &tre completement 
eclairci et c'est ce que je vais essayer de faire. Designant la forme proposee 
par f(x, y,z), et posant la condition 


fie; y,2) = f(X, Y,Z). 
je l’ecris de la maniere suivante: 


df af F_ Hyd, z_# 
1795 u" - Ay dY +277: 


ou pour abreger: 


Me 

> r_— — >) 

u? “I 

Cela pose, je joins a cette condition, la relation identique: 


7 
dx’ 


=7 dX x 


et jajoute les deux eEgalites membre a membre, ce qui donnera: 


Zelt) = Salat) 


ou bien: 


ze la tax] = 0 
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Soit maintenant: | M: 
. dd, df | 
U=1-X, U=—+-_., 
dx dAX ın 
_ı-Y rd di 
—=.-7, = — +, 
dy " dY° Y 
h i d d 
W=s-2. WI. 
’ Tur dz' y 
Vous voyez que des expressions de z, y, s3 en X, Y, Z resulteront pour ces p 
diverses quantites des fonctions lineaires de ces trois indeterminees, telles 
quon ait identiquement: I 
UU-+VV-WW' = 0 
Cherchons ces fonctions, et pour cela considerons un premier cas dans lequel 
nous supposerons quil soit possible d’obtenir inversement X, Y, Zen U, V, 
W. Il est clair que U’, F’, W’ seront alors des quantitös lineaires en U, V, 
W, et un calcul facile donne sur le champ pour la solution de l’equation pro- 
posce, les formules: 
U=rvV —uW., 
(1.) ‚’=4W-rvV, ' 
har uU-aV. | 
ou A, u, v sont des constantes. Or on en lire les relations suivantes: 
df LE 
us—rvy +— = ub—rvY— Ä 
Tr dX’ 


RE TR. | 7 un U 
(1.) va AZ ec Fe vÄ— 1Z - iy’ 





MH _4uw .„ 4 
Ay—ur+-. = 4 ul — 77° 


dune forme bien differente de celles que j’avais d’abord obtenues, a savoir: 


‚df re 
a ae Te Auer % 


h df df , df df 
\ / er Br a. u mn U ae 
I.) Mi ade u ee 


Ey 


de Re dıX "ar 


et qui resulteraient des equations: 
U= vV'-uW', 
= ‚WW, 
uU’—ıV". 
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Mais un de mes eleves, M. Tannery, agrege de l'universite, a fait la remarque 
ae 2 I dg I dg I dg | 
ingenieuse quen remplagani /, u, v par DR’Du’D a N ghu,v 
designe la forme adjointe de fi}, «,r),. D son determinant, et changeant X, 

Y, Zen —X, —Y, —Z, les equations (l.) donnent les relations /1l.). 
Supposons en second lieu, quil ne soit pas possible d’exprimer X, 
Y, Z, en U, V, W; en designant alors par 6, 6, #’, trois indeterminees, je 
poserai d’une part: 
| U=-6 V=# 
et de lautre: 


W = a®-b# 


> 


U = AUH+A0-+A'0", 
= B6+Bb6-+B5"#, 
| W' = C9-+0C 0-00". 
Cela etant, la condition proposee: UU’+YV’+-WW’'=0 donne les relations: 
A+sC =0, B-bl' =0, 


A’+aC” =0, B’-bÜ" =0, 
ei: 
A'+B+al—bÜ=0. 


En remplagant cette derniere par les deux suivantes oü c est une indeterminee: 
A+aÜl'=c, B-Il=-e, 
on en conclura: 
A =-atl, B =bC+e, 
A =-al+c, B=b(l, 
A"— —al", B'=bC" 
et il en resulte que: 
U'= —-a(C0 + Cl +C"HN)+cH#"=cY—-aW', 
V’'= b(CO+C 0 +C"O)—-cH =bW'-clU. 
Ayant dailleurs: W=aU-blV, il est clair que la nouvelle solution obtenue 
se deduit des equations (1.) en permutant W et W’. Or les relations aux- 
quelles elle conduit entre x, y, 3 et X, Y, Z, a savoir: 
AP EL 12 s 





ne Ar ae | dur & 
Y df df 2. BE 
ei de Y+a dz ' dX’ 


acx—by—-zs=aA-bY—Z 
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se ramenent au type (Il.) si l’on fait: 


- 


1 N 1 
C en b — = - C u de 
v' v v’ 
car l'equation 
,c+tuy+vz = ,AX+uY+4vZ 


sen deduit comme eonsequence. 
II ne me reste plus qua examiner un dernier cas dans lequel U, 
I, W dependraient dune seule indeterminee au lieu de deux, de sorte qu’on 
aurait: U=aW, Y=PW, et par consequent: aU’+PV'+-W'=0. Nous 
aurons alors les relations: 
r— as = A—aZ, 
y-Pz = Y—-P 














a Ei 
day TR: ax "ar a 
| 3 
qui en remplagant « et 9 par - : Y donnent les formules 
‘ 
.. & da ia + y sl 
w=Ä f(«, ß, 7) “ dX "Par dZ 
u u — Pl ‚_df +1 a df ] 
/ f(e,B, he Kr au dr ur 
en IE a 00 
Tyan ar Tr az. 








Je m’y arrele un moment pour observer quen designant la substitution ainsi 
obtenue par S, on aura: S"=S dou S’=1. Celte eirconstance m’avait fait 
penser un instant, quelles constitueraient une exception au type general, mais 
jai ensuite remarque que les relations (l.) donnant la suivante: 


„_UÜ af df .„ df af _df 


u ut dy a" ee ax “ar az’ 





il suffisait pour les obtenir de poser: A=«arv, «= fr, puis de faire » infini. 
Je pense, mon cher ami, avoir ainsi rempli la lacune que presentaient mes 
anciennes recherches. 


Paris, 23 mai 1874. 

















Beweis eines Satzes der Elastieıtätslehre. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn a. Rh.) 





Di. Bewegung der Theile eines elastischen festen Körpers. auf den 
keine äusseren Kräfte wirken, wird durch die Gleichung bestimmt 


I ie: ei REN dt: 
1. /JJ (= — du+ 500 + — dw ‚de dy dz - //fs+ dxdudz 0). 
ö ol or or / i JJı r 


welche Green in den Abhandlungen 0» the laws of the reflection and re- 
fraction of light at the common surface of two non-eryslallized media, und on 
the propagation of light in eryslallized media, transactions of Ihe Cambridge 
philosophical society, Vol. VII, part I, pag. I und pag. 113, part II. pag. 121. 
entwickelt hat. Hier sind x, y. z die rechtwinkligen Coordinaten eines Ele- 
ments des elastischen Mediums im Zustande des Gleichgewichts. 2 —-», y-r, 
+0 die Coordinaten desselben Elements im Zustande der Bewegung. o ist 
die ursprüngliche überall endliche und positive Dichtigkeit. ? die Zeit. die In- 
cremente a, ©, w gelten als von den Coordinaten x, y, z und der Zeit f ab- 
hängige kleine Grössen, F ist eine homogene Function des zweiten Grades 
von den Verbindungen 
cu ce ow ce, cu c®w ‚ou cu, 


2., | 
\ ° — 1 - .. - 
\ Pr 


oa’ u’ a’ 0% My’ ox %’dy ©x 








— ii. 





— 


bei der die Coefficienten von den Coordinaten x, y. z abhängen. für ein 
homogenes Medium aber constant sind. durch das Zeichen d wird die Variation 
der Grössen a, ve, w angedeutet. die dreifachen Integrationen beziehen sich 
auf den von dem elastischen Medium ursprünglich eingenommenen endlichen 
Raum. In Betreff der Function F, deren Product in das Volumen d.ırdy dz 
als das Maass der Arbeit betrachtet werden kann. welches bei der Gestalt- 
änderung dieses Volumens zu leisten ist, hat Herr Aörchhoff in dem Aufsatze 
über das Gleichgewicht und die Bewegung eines unendlich dünnen elastischen 
Stabes, dieses Journal Bd. 56. pag. 291. die Annahme ausgesprochen. dass 
diese Function bei allen in der Natur vorkommenden Körpern nie negativ sel 
und nur mit den sechs Argumenten (2.) zusammen verschwinde. Dieselbe 
Annahme findet sich auch in dem Treatise on natural philosophy der Herren 
Journal für Mathematik Bd. LXXVII. Heft 4, 42 
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W. Thomson und @. Tait, Vol. I, pag. 706 erwähnt. Es ist aber, so viel ich 
weiss, noch nicht gezeigt worden, dass, wofern man die allgemein zugestandene 
Annahme macht, dass die Theile eines elastischen festen Körpers, auf den keine 
äusseren Kräfte wirken. bei jeder Störung des Gleichgewichts in eine Be- 
wegung geralhen, welche den Charakter der Stabilität besitzt. die Function F 
die angegebene Beschaffenheit haben muss; daher erlaube ich mir einen Be- 
weis dieses Satzes mitzutheilen. 

Die Voraussetzung. dass F eine homogene Function des zweiten Grades 
von den sechs Verbindungen 


® 


(2.) ist, kann auch so ausgedrückt werden. dass 
‚F eine homogene Function des zweiten Grades von den neun partiellen Diffe- 
'rentialquolienten 














ou ou ou 
=— U or or U, “ uam U “ 
\ OxX 13 oy 03 ; 
\ u 
4 m oD oO” oVv 
r /W \ 
$ (3) ner Gr er 
„ UX cy 02 ‘ 
om cw cw 
— 0, — =. —=m; 
Wer, cy Fr 


ist, und den drei Bedingungen genügt 


cF cF oF cF oF cF 
u ’ om, ou, ?’ Om, cv 


Mi >; 


or, ow, 














a Fe © 
7 


1 


Alsdann ist die vollständige Variation JF so darzustellen 











ur oF „5 OF 5 OF 5 
OF = - du, FL — du, + —— du; 
ou, ou, ou, 
m cF A ER 
ie) Löinegphenn DR + dv, _- —— 00, 
ov, cv, or, 
 oOF, 7 
| + — do, + — do + —— ld; 
cw cw ow, 


Indem nun das Integral /JjJ !Fdxay «z nach den allgemeinen Prineipien der 


Variationsrechnung in ein Volumenintegral und ein Oberflächenintegral zerlegt 
wird, deren jedes einen linearen Ausdruck der Variationen dw, de, dw unter 
dem Integralzeichen enthält, so giebt die Substitution dieses Aggregats in die 
Gleichung (1.) vermöge der Forderung. dass sowohl bei dem resullirenden 
Volumenintegral wie auch bei dem Oberflächenintegral das Element unah- 
häneie von den Variationen dx, de, die verschwinde. für das Innere des 


elastischen Mediums die Gleichungen 





U 


C 
c 


ah 
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„of cF „of 
ne = 0.— (0. 
ou ou, „, cu ou 
0 ——— = — -— — 2 _- i 
or UX ON 0% 
cF .oF „oF 
Eh PN U C - C 
6. oo or, Ort, or 
x I) - — 1 —— Dt 
F 07 >; A: 03 
of ol oF 
b uU — O« ( 
cow oOWw, ,| cw, , cow 
/) — — Pen. > 7: _ A EB... - 
‚or OX cy 02 


und für die Oberfläche des Mediums. wo die von dem Medium nach aussen 
gerichtete Normale mit den Coordinatenaxen der x, y, z beziehungsweise die 


Winkel @, 5, y bilden möge, die Gleichungen 


oF . oF oF 
—— 0080 + ——c0sß + — cosy =), 
\ ou, cu 0 OU r 
ne ( F cF ) ( I 
i — 0082 + ——cosß + —— cos 0 
or. ot or 
| or öl Br] 
—— (0080 cos 5 + — c0sy = 0 
6#i’a cin CH / 


Aus diesen beiden Systemen von Gleichungen ist die Bewegung der Theile 
des elastischen Mediums abzuleiten, während für einen Anfangszeitpunkt f=/ 
die Werthe der Coordinatenincremente ®, e, ww und der Geschwindigkeitscom- 
cu 00 cw e : 
ponenten ee ee als Functionen des Ortes (x,y,z) gegeben sind. 
Durch die Gleichungen (7.) werden die Anfangswerthe der Grössen «, vr, w, 
welche sich auf die Oberfläche des Mediums beziehen. einer Beschränkung 
unterworfen. deren mechanische Bedeutung ich hier nicht näher erläutern 
werde; die Anfangswerihe der Grössen — ’ ——, — bleiben unbeschränkt. 
Bei der anzustellenden Betrachtung ist es zweckmässig, statt der Systeme 6. 


und (7.) die Gleichung (1.) anzuwenden, aus welcher jene gefolgert sind. 


\ 


Wenn man in der Gleichung (1.) die Variationen dx, dr, dw erstens 

. em . . ou CU OW . . . y+ 

durch die Diflferentialquotienten —-. a2 a und hierauf zweitens durch die 
© C ( 


Grössen a, v, w ersetzt. so verwandelt sich JF bei der ersten Substitution 





\ en h oF mr 
in den Differentialquotienten zZ und bei der zweiten Substitution nach der 
3 


Grundeigenschaft der homogenen Functionen zweiten Grades in den Werth 2F 
Mittelst des in Rede stehenden Verfahrens entsteht daher aus 1.) die Gleichung 
42* 
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(lu ou ,0o ow cw\ '((oF 
| /I/h Ge a tar tan Zr )dedydz -// Er dx dy dz 0. 


und die Gleichune 





9) //Jo ( x 2 ag .. 1) dxdy ds +2 // Yeah ER, 


Nunmehr sei die halbe Summe der in dem Medium vorhandenen lebendigen 
Kräfte 








10. 3 (Ye (( er ee )+(& )) dedydz = T, 


\ot ot 


die negaliv genommene Summe der bei der Gestaltänderung der Elemente ge- 


leisteten Arbeil 
ir ff Fdxdyds uU, 


die halbe Summe der Froducte jedes Massenelements in das Quadrat seiner 


2 \ Eee 2, 2. . R 8, > . 
12. ı//Je w+eo+w)daedyds = G, 


dann können die Gleichungen \8.) und (9.) folgendermassen dargestellt werden 
cT oU 


13.) > a — 0 
| 4 ot ot ’ 


Ortsverschiebung 


( 


aa, °8_aT-2U = 0. 
\ J ol 





Die Gleichung (13.) erlaubt die Ausführung einer Integration, und liefert, wenn 
das Einsetzen der Anfangswerthe durch Anhängung des Zeichens (0) ange- 
deutet wird, das Integral der lebendigen Kraft 

15.) T-U = T(O)—-UIV). 

Die Funelion @ hat für die Theile des elastischen Mediums dieselbe 
jedeutung, welche in dem Aufsatze: über einen algebraischen Typus der Be- 
dingungen eines bewegten Massensystems, dieses Journal Bd. 66, pag. 363, der 
mit demselben Buchstaben bezeichneten Funclion für ein System discereter 
Massenpunkte zukommt. Mit Hülfe dieser Function habe ich dort die Bedin- 
sungen für die Stabilität der Bewegung bei zwei Galtungen von Problemen 
untersucht; in der einen Gattung sind die kleinen Schwingungen eines Systems 
von materiellen Punkten, in der anderen Gattung ist die Bewegung eines 
maleriellen Punktes, der nach einem festen Centrum proportional einer nega- 
tiven Potenz der Entfernung angezogen wird. mit enthalten. Die so eben 
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al 
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el 


ir 
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aufgestellten Gleichungen (14.) und (15.) entsprechen genau den Gleichungen 


(6*.) und (7.) jener Abhandlung, welche in correspondirenden Bezeichnungen 
ausgedrückt sind, und die gegenwärtig anzuwendende Schlussweise stimmt mi! 
der dort gebrauchten bis auf einen später zu erörternden Punkt überein. 

Die Elimination der Function U aus den Gleichungen 14.) und (15. 
ergiebt die Gleichung 


16. aE = 


°E 12(T(0)— U(0 


ot s 





Diese Gleichung werde mit dem Element dt multiplieirt, und von einem be- 
liebigen Werthe 2=0 bis zu einem grösseren Werthe £=- 7 integrirt. so 


entsteht die Gleichung 





.. 
Dur 


'@; 


17.) 4/ Tat = ( -) +2(T0)- U(0))(r- 


En i j “ . 
Hier stellt das Integral / 2T dt nach dem von Hamilton eingeführten Sprach- 


gebrauche die angehäufte lebendige Kraft des gesammtien Mediums dar: die 


A i 0G ar ' .._ 
Funetion , von deren zu = 0 und t= 1 gehörisen Werthen die Differenz 
2: 
ER EN 


C : r 
durch ( —) angedeutet ist, hat nach (12.) den Ausdruck 
. g 


Ö 


she 0oG N: ( u 0. cw\ 
— ol u — + —+tw dx dydz. 
‚18 4 ct I: oa "ar ot / J 


Für die Theile des elastischen Mediums wird vorausgesetzt, dass jedes 











System von Anfangswerthen, bei welchem nicht die sechs Argumente (2.) und die 
Geschwindigkeitscomponenten überall gleich Null sind, eine Störung des Gleich- 
gewichts nach sich zieht, und dass die erfolgende Bewegung stabil ist. Unter 
einer stabilen Bewegung verstehe ich eine solche, bei der die Ortsverschie- 
bungen und die Geschwindigkeiten für alle Zeit unter gewissen festen Grenzen 
bleiben. und bei der die angehäufte lebendige Kraft des gesammten Mediums 
mit wachsender Zeit über jedes Maass hinauswächst. Es ist nicht gewöhnlich, 
bei der Definition einer stabilen Bewegung die letzte Bestimmung hinzuzu- 
fügen, doch glaube ich dies !hun zu dürfen, da diese Bestimmung unausge- 
sprochen in der Vorstellung liegt, die man mit einer stabilen Bewegung ver- 
bindet. Da nach der getroffenen Annahme das Element des Integrals (18. 
stets unter einer festen Grenze bleibt und der Raum der Integration ein end- 


i A oG in h 
licher ist, so bleibt der Werth E71] und in Folge dessen auch die Differenz 





Lipschitz, Beweis eines Satzes der Elasticitätslehre. 


f ( N F- i, . r . ad u i R k 
(77), Immer endlich. Wenn man daher die Gleichung (17.) durch die Grösse 


O 


2 7—0, dividirt, den Werth o festhält und den Werth 7 über jede Grenze 








di 0G zT 
" | ur i \ot # x 
hinaus wachsen lässt, so nähert sich der Bruch s>—— der Null. und der Aus- 
- T—O) 
druck A Ä 2Tdt convergirl segen einen festen Werth, der durch die 


0 


(Gleichune 


19) lin—-/"aTd = TO- VO 
T—0 de 


« 
Ö 


ansereben wird. Die Summe der lebendigen Kräfte 2T ist niemals negativ. 


mithin gilt von der angehäuften lebendigen Kraft / 2Tdt das gleiche. und 


Ö 


2Tdt nur gegen eine positive Grösse oder 





daher kann der Ausdruck 


« 
OÖ 


segen die Null convergiren. Also ist nach 19.) die Verbindung TO)— U 

entweder positiv oder gleich Null. Dass dieselbe gleich Null sei. wird durch 

die geltenden Voraussetzungen ausgeschlossen. Denn wäre TO)—- UV =V0. 

so würde aus (1%.) der Widerspruch folgen. dass die angehäufte lebendige 

Kraft / 2Tdt, welche mit wachsender Zeit über jedes Maass hinaus wachsen 
O 


/ oG\! i a he i u. 
soll, dem Ausdruck 4\—— ) gleich sein müsste, welcher zu keiner Zeit feste 


os /, 

Grenzen überschreiten darf. Deshalb muss die Verbindung TO)— UV) einen 
positiven Werth haben. Weil ferner nach der bestehenden Annahme jedes 
System von Anfangswerthen, bei es nicht die sechs Argumente |?.) und 
die Geschwindigkeiten überall gleich Null sind. eine Bewegung von der an- 
segebenen Beschaffenheit ver ei. so muss die Natur der Funetion U ein 
Hinderniss bilden, dass nicht durch eine Verfügung über die Anfangsgeschwin- 
digkeiten, von denen TO, allein abhängt. die Verbindung TO)—U/O) einen 
negativen oder verschwindenden Werth erhalten kann. Es ist daher nolh- 
wendig. dass die Function U unfähig sei, posiliv zu werden. und dass sie nur 
verschwinde, sobald die sechs Argumente (2.) überall den Werth Null erhalten. 

Man kann auch die Voraussetzung erwägen. dass eine solche Bewegung 
der Theile des elastischen Mediums möglich sei. bei welcher die Ortsverschie- 
bungen und die Geschwindigkeiten stets unter gewissen endlichen Grenzen 


hleiben, jedoch die angehäufte lebendige Kraft des ganzen Mediums mit wach- 
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sender Zeit nicht über jedes Maass hinauswächst. Unter dieser Voraussetzung 
folet aus der Gleichung (17.) unmittelbar. dass die Verbindung TIO)—U 0 
oleich Null sein muss. und es ergiebt sich ferner. dass der Differentialquotien! 
o@G . r » \ , R . ( (r w . , 

_— 7. nur negative Werthe annehmen darf. Sobald nämlich —- für einen Werth 
ol oO 

{= 0 posiliv ist oder verschwindet, so wird für den Werth #= 1 


[ ([ (r \ [ 0G \ 
\ct ), Eu” ol /, ge 


/ 4Tdt, 
also immer gleich einer positiven Grösse. und daher muss die Function @ 
mit wachsendem £ über jedes Maass hinaus wachsen. was vermöge ihrer in 


12.) gegebenen Definition der bestehenden Voraussetzung zuwiderläuft. Also 


\ >’ BD 
mp . a oG on ‚ . . 
muss der Diflerentialquolient — "7 auch für den Anfangszeitpunkt # = #, negativ 
C 


sein. Dann dürfen aber die Anfangsgeschwindigkeiten nicht überall ver- 
schwinden. und daher muss 7'\O) einen von Null verschiedenen positiven 
Werth haben. Also hat wegen der geltenden Gleichung TO,— UV) = UV lür 
die in Rede stehende Annahme U(O) nothwendig einen positiven Werth. 
Ferner leuchtet es ein, dass. wenn für f=1#, die Grössen «, e, wc bestimmt 


® * * . * . C u 
werden, wie eben geschehen ist, dagegen die Geschwindigkeitscomponenten —- 
or 2 0ow ,„ . 0G 5. 
—— „ — die entgegengeseizien Werthe erhalten, der Ausdruck —- für =! 
ot ot DEE 9 ot 


den entigegengesetzien Werth, also einen positiven Werth annimmt. Bei einer 
solchen Bewegung muss aber nach den gegebenen Auseinandersetzungen die 
Function @ im Laufe der Zeit jedes Maass überschreiten. Eine Bewegung. 
bei der die Ortsverschiebungen und die Geschwindigkeiten stets unter end- 
lichen festen Grenzen bleiben, die angehäufte lebendige Kraft des gesammien 
Mediums mit wachsender Zeit aber nicht über jedes Maass hinaus wächst, ist 
demnach nur mit einem positiven Werthe von U/O) vereinbar, und hat die 
Möglichkeit zur Folge, dass aus einer anderen Wahl der Anfangsgeschwindie- 
keiten eine Bewegung hervorgeht. bei der die Ortsverschiebungen und Ge- 
schwindigkeiten nicht für alle Zeit unter endlichen Grenzen bleiben. Aus 
diesen Gründen erscheint die betreffende Voraussetzung für die Theile eines 


y 


elastischen Mediums als unzulässig. 
Im Vorstehenden habe ich unter die Erfordernisse einer stabilen Be- 
wegung die Eigenschaft aufgenommen, dass die angehäufte lebendige Kraft 


des ganzen Massensystems mit wachsender Zeit über jede Grenze hinaus 





en Tan an 
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wachse. und ich möchte bei den mechanischen Problemen. die in der vorhin da 
angeführten Abhandlung betrachtet worden sind, die gleiche Bestimmung hin- de 
zulügen. Vermöge dieser Bestimmung kann aus der dortigen Gleichung (10. be 
mit Sicherheit der Schluss gezogen werden, welcher an jener Stelle nicht ül 
ausreichend begründet ist, dass für eine stabile Bewegung der Werth w 
r Zei F 2Tdt bei wachsendem 7—o gegen einen von Null verschiedenen po- 

J d 
sitiven Grenzwerth convergirt. Hieraus folgt dann sogleich, dass die dorlige d 
Verbindung TO. — UV) für die in Art. 2 behandelte Gattung von Problemen Si 
eine positive Grösse, und für die in Art. 3 behandelte Gattung von Problemen C 
eine negalive Grösse sein muss. Bei der ersten Gattung von Problemen lässt € 
sich ferner auf eine ähnliche Art, wie so eben geschehen ist, zeigen, dass eine r 
Bewegung. für deren Dauer die Ortsveränderungen und Geschwindigkeiten g 
innerhalb endlicher Grenzen bleiben, die angehäulfte lebendige Kraft des ganzen 
Massensystems mit wachsender Zeit aber nicht über jedes Maass wächst, den 
dortigen Werth U\®) positiv haben muss. und dass alsdann durch eine andere \ 


Wahl der Anfangsgeschwindigekeiten eine Bewegung möglich wird, für welche 
die Ortsveränderungen und die Geschwindigkeiten nicht innerhalb endlicher 
Grenzen eingeschlossen sind. Ein einfaches Beispiel liefert ein einzelner Punkt 
von der Masse m und den rechtwinkligen Coordinaten x, y, z, der sich frei 
unter dem Einflusse einer Kraft bewegt. deren Kräftefunction U den Ausdruck 
hat 1(Ax’+By-+Cz'); hier bedeuten A, B, C positive Constanten. Wenn 
man nun für die Anfangszeit t=t, den Coordinaten x, y, 3 respective die 
beliebigen Werthe z(0),. 4.0), 3.0) beilegt, dagegen den Geschwindigkeits- 
componenten ee. N, se. ein ersies Mal die mit positiven Quadratwurzel- 


x > A Kae B 
erössen zu verstehenden Werthe —r/O =: —-4y(0)V —., —2(0)] . ein 
- 14 vv, 


I m m 


. . r NEN | A ‚N\ / B ri! C 

zweites Mal die entgegengesetzten Werthe 20); y0)y- z (0 - 

se 7 E m i m m 

vorschreibt. so werden die Coordinaten des betreffenden Punktes in dem ersten 
Falle durch die Gleichungen 


1) - Ye - =) 


. g\\ f r 
z=r0e ’ ‚ y9=y(V)e .„ 3=3(l)e : 


\ / 


A 


in dem zweiten Falle durch die Gleichungen 
Va 
e ik 


y=yW) 
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dargestellt. In dem ersten Falle bleiben die Coordinaten und die Componenten 


der Geschwindigkeit immer endlich, und die angehäufte lebendige Kraft wächst 
bei wachsender Zeit nicht über jedes Maass hinaus; in dem zweiten Falle 
überschreiten die Coordinaten und die Componenten der Geschwindigkeit bei 
wachsender Zeit jede Grenze. 

Nachdem für die Bewegung der Theile eines elastischen Mediums aus 
der Forderung der Stabilität der Bewegung die Nothwendigkeit abgeleitet ist. 
dass die Function U wesentlich negativ sei und nur verschwinde, wofern die 
sechs Argumente (2.) für das ganze Medium gleich Null sind, so führt die 
Gleichung (11.) zu dem Schlusse. dass die Function F für alle Theile des 
elastischen Mediums positiv sein muss und nur verschwinden darf, sobald die 
sechs Argumente (2.) den Werth Null erhalten. Hiermit ist aber der auf- 
gestellte Satz der Elasticitätslehre bewiesen. 

Green macht in der ersten der angelührten Abhandlungen die Bemer- 
kung, jedoch ohne eine Begründung hinzuzufügen. dass für ein homogenes 
unkrystallinisches elastisches Medium, wo die Function F den Ausdruck hat 


h) 


= 4A(u+0:+W;)’—2B (©w;+ w;u + we.) +! B((o,+w.)’+ (wi +)’ + (2,+0,)'), 


das Gleichgewicht ein nicht stabiles sein würde, wenn das Verhältniss der 


beiden positiven Constanten > nicht grösser wäre. als der Werth #. Diese 


Aussage steht mit dem so eben bewiesenen Satze in vollständiger Ueberein- 
stimmung. Denn nach demselben muss F eine wesentlich positive quadratische 
Form der sechs Argumente (12.) sein, und die hierzu noihwendige und hin- 
reichende Bedingung ist nach bekannten Grundsätzen die, dass die Con- 
stanten A und B positiv sind und die von Green erwähnte Ungleichheit er- 
füllen. Die Constanten A und B hängen mit denjenigen, welche Herr Kirchhoff 
am angeführten Orte braucht. durch die Gleichungen 2K#+2K=A, K=B 
zusammen. 


Bonn, den 25. Mai 1874. 
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Ueber die Abbildung durch algebraische Funetionen. 





Anhang zur Abhandlunz Bd. 77, S. 339 ff. dieses Journals. | 7 

(Von Herrn L. Fuchs in Göttingen.) J 

? 

I: meiner Arbeit (Bd. 77 dieses Journals S. 339 ff.) ist der Nachweis 
geliefert worden, dass unter den rationalen Functionen 3 von w die vom 
zweiten Grade allein die ganze s-Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche | 
nicht einschliessenden Linie auf die Fläche eines Kreises in der w-Ebene 
eindeutig abzubilden vermögen. | | 


In derselben Arbeit ist der Grund angegeben, warum unter den alge- 
braischen Functionen z von w die rationalen allein in Bezug auf die Mög- 
lichkeit der Leistung einer solchen Abbildung durch dieselben untersucht 
worden (ebendaselbst S. 340, No. 1). Um Missverständnissen vorzubeugen, 
scheint es nöthig, diesen Grund etwas näher zu erörtern. 

Die Abbildung der ganzen z-Ebene mit Ausschluss einer eine Fläche 
nicht einschliessenden Linie /' auf eine Kreisfläche K in der w-Ebene ver- 
mittelst einer algebraischen Function z von » kann in einem doppelten Sinne 
geschehen: 

Erstlich könnte die Abbildung durch den gesammten Werthvorrath der 
algebraischen Function 3 von w erfolgen, 

Zweitens könnte dieselbe durch einzelne Zweige derselben Function 
geleistet werden. 

Ich habe daselbst die Abbildung im ersten Sinne genommen, und mich 
daher aus dem (S. 340 No. 1 daselbst) angegebenen Grunde auf die rationalen 
Functionen z von ®w beschränkt, während ich die Möglichkeit der Abbildung 
im zweiten Sinne unerörtert liess, weil dieselbe unserem Zwecke nicht ent- 
spricht. Es sei mir gestattet, dieses hier etwas näher zu beleuchten. 

Ist 3 eine m-werthige Function von w, so entsprechen jedem Werthe 
aus dem gesammien Werthvorrathe der Function 3 m Punkte z,, 2, ... 2, 
in der z-Ebene. Es sei daher [ ein Zweig der Function 2, welcher die 
ganze z-Ebene mit Ausschluss der Linie /' auf die Kreisfläche K eindeutig 
abbildet, und = ein Punkt innerhalb X, welchem der Punkt z, des Zweiges 
Ö zugeordnet ist, so muss. da jedem nicht auf Z’ befindlichen Punkte der 
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z-Ebene ein Punkt im Inneren von A entspricht, auch dem Punkte z, ein 


Punkt ©’ im Inneren von K zugehören. Es ist aber w’ von w verschieden, 
da einem Punkte innerhalb A nur ein Punkt in der z-Ebene vermiltelst des 
Zweiges [ entsprechen darf. Es ergiebt sich hieraus, dass jedem nicht auf 
I befindlichen Punkte z in dem Gesammtwerthvorrath der algebraischen Function 
w von 3 mindestens zwei Punkte w und we’ innerhalb A entsprechen. 
Unsere Untersuchung zielt auf solche Abbildungen ab, durch welche 
in der ganzen s-Ebene gültige Darstellungen einer Function fiz) ermöglicht 
werden (s. meine obengenannte Arbeit S. 339, Einleitung). Ist nun nach den 
Prineipien meiner Arbeit (dieses Journal Bd. 75, S. 203) f(z) als Funclion 


von » betrachtet innerhalb A definirt, so erforderte — bei einer Abbildung 
der s-Ebene auf K durch den Zweig Ö — die Determination von f\z) als 


Function des Ortes in der z-Ebene, dass für jeden einzelnen Punkt der z-Ebene 
ermittelt werde, welcher von den Werthen »w, w', ... innerhalb A ihm ent- 
spricht, oder mit anderen \Vorten,. da der Zweig schon durch die Zuordnung 
zweier entsprechenden Punkte w und 3 fixirt ist, sie erforderte die Kenntniss 
des Verlaufes des durch die Fläche A repräsentirten Zweiges der algebraischen 
Function © von =. 

Diese Kenniniss wird überflüssig, wenn überhaupt jedem z nur ein 
Werth ©» innerhalb A entspricht. Dieses habe ich in meiner Notiz (dieses 
Journal Bd. 76, S. 175 ff.) in Bezug auf die in meiner Arbeit (dieses Journal 
Bd. 75, S. 186 If.) geleistete Darstellung der Function f(z) innerhalb der 
Fläche @, in der z-Ebene vermittelst der Abbildung von @, auf eine Kreis- 
fläche E in der «-Ebene hervorgehoben. Da es nun unsere Absicht war, 
die Möglichkeit einer für die ganze s-Ebene gültigen Darstellung der Function 
f(z) zu eruiren, unter Beibehaltung derselben Bedingung, nicht den Verlauf 
eines Zweiges einer algebraischen Function kennen zu müssen, so war die 
Auffassung der Abbildung im ersten Sinn für unseren Zweck geboten. 


Göttingen, im Juni 1974. 











Ueber den Werth einiger Integrale. 


(Von Herrn Stern in Göttingen.) 


I: dem Cours d Analyse de l’ecole polytechnique par M. Ch. Hermite 
premiere partie pag. 260 findet sich folgende Bemerkung: 
„En posant 
u— since -+ cost, c=SME—TCOST, 


on na aucun procede pour trouver directement 





de oo 
a “ 
ve > u 
ee 

’ be’dz ne u 
= Ih? au +bo 


Nous pourrions encore citer, en designant toujours par a et b des constantes, 
cette integrale 








/- adz w tangx 
/ [a+(ax+b)tange| ° a+lar+b)tangx ’ 
dont on ne peut verifier la valeur que par la differentiation.““ 

Es wird daher nicht unangemessen sein zu zeigen, wie man den Werth 
dieser Integrale auf eine einfache Weise finden kann. 

Aus a= xsinae+cosz folgt du = zcosredxe und aus vo =sine— 2c0Sx 
folgt do=asinzede. Man hat daher 


an du 





ö uw J eosz.u?” 


und dies giebt durch theilweise Integration 











x f dx  sinz x ® 
cose.u I (eos2)” cos2 cosz.u u 
Ebenso findet man 
"z’dx __ [ zd 
j oe ,/ sine 


und durch theilweise Integration 


el 
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x 5 ER 1 x u 
a (ine) sineN\e ! 02) = - eo 
Man hat ferner 
d(au+be) = z(acosce-+bsinz)de, 
also 
’ ba’de bxd(au-+-bv) ; 
I -bo)“ a, bsinz) (au -+ be)? ? 


durch theilweise Integration verwandelt sich dieser Ausdruck in 








1 bx | 1 ba 
> : < . : +/- d grer 50 
au+bv acosce-+bsinz "/ au+be acosz + bsinz 


Das letztere Integral geht, wenn man die Differentiation ausführt, in 














/- bdx a Cosz 
J (acose+bsine) acosxz +4 bsinz 
über, also 
/ bx’dx | ( bx - ) 
* a — | ——— +0082), 
/ (au-+bv)’ acosce—+bsinz \au- bo E 


findet. 





. .p . 7 — 
woraus man durch eine einfache Reduction den Werth mas 


Das Integral 


/ ade une 
J [a+(ax-+b)tgx]’ 





verwandele man in 





/ acos’ xdxr 

/ [acosc+ (ax —+b)sinz]? 

und setze acosz--(ae+b)sine=u, so folet du = (ax-+b)cosedx. Das 
Integral geht daher in 


f "acosadu 
(ax -+b)u® 


über, woraus man durch theilweise ze den Werth 
2 20, +/ al Mana )= au (1- EBEN, a Rau 
u actb u ax + b ac +b \ u a+ (ax +b)tigx 
erhält. 
Bei allen diesen Beispielen ist « in der Form (ac+b)f'x—afx ent- 
halten und daher du= (ar+b)f"xzdx; in den zwei ersten Beispielen ist 
a=1,b=0 und a=xrfr—-fx. Stellt man sich daher die Frage, wie in 
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dei Integrale 





P 
/- yedı 
[ef'z— fe] | 1 
die Function gr beschaffen sein muss. damit die Integration auf dem eben 
angegebenen Wege ausgeführt werden kann, so findet man 
FR i Fi ng) | po NR - 
Vz ea 7.7 "GT 71 +/ Enz | 
Soll # aus dem Ausdrucke le in) verschwinden. so muss mithin der 


Zähler des Ausdrucks u Ei) die Form ku haben. also 


fs 
(A) zflapz-aıpe.f"a—-yef'xc = kafac—fe). 
Setzt man nun 
fapae—-gaf'x = kfe, 
yzf x = kfe, 











folgt 
fx ,f'z _ p# 
et on 
also, wenn € eine willkürliche Constante bedeutet, ge = Cfxef"x, oder wenn 
man Ü=1 setzt, ge=fef'x. Man hat daher, welche Function fx auch sei, 
/- fef"zde 1 fx 1 
[efa—fe sfc—fx x x 
Nimmt man aber an, dass fe = —f"x und zugleich fx = —f”x, so kann man 


(A.) auch so zerlegen, dass 
zpzs—-ya=k ud gyı=k, 


woraus (wenn man wieder die willkürliche Constante = 1 setzt) px = x? folgt. 
Diese Annahme findet bei den Integralen 


j x dx r edx 
/ Ki. Ä und / Bun 
/ zsine — cost / sine —r0c0sz 








statt, und man sieht, dass hier, wenn die Integrationsmethode anwendbar sein 
soll, gx keine andere Function als x° sein kann, wie es auch wirklich bei 
den zwei ersien der oberen Beispiele der Fall ist. Dasselbe gilt auch für 
den Fall, wenn fe=f’r und fx =f”x. So ergiebt sich z. B. 

















/- x’ dx 1 x et_e—: 
|x(er— er") — (e-+e-”)]’ z(er—e)— (e+e) a +e + ee 
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Hätte man fe = fr =f"a=f"r, also fe=e', so könnte man (A.) auch so 


zerlegen, dass man zy'c—yr=kx und zygre=k setzt. woraus ge=xwe‘ 
folgt. Man hat demnach 





f. ze’dx e ’ > " dx 


ner— ee") e’(\Te7 — e er 


Behandelt man auf dieselbe Weise den allgemeinen Fall. wo man 





/. yadı 
Kar+b)f'=—afe]| 
hat, so ist zunächst, indem man wieder (ac+b)fz-afr=u setzt. 
gardu fx > px \ 
/ IT, je, eV +/— d ur rer ar u Ai 
J (az-+b)f"x.u acz+b)f'z u’ u axz+b)f"x- 


Hier muss also, wenn das Integrationsverfahren gelingen soll, 

(B.) (az+b)f’zyz-aye.f'a—yrlac+b)f"x = kl(ac+b)f'x-afe] 
sein. Zerlegt man (B.) so, dass faya-f"zyze=kfx und yaf'z=hfe, 
so findet man wieder yc=fx.f'x und demnach 





/, gadı jr fz 1 1 d( fe \ 
J Kar+b)!a—afel’ ac+b u Ju ac+b/ 
Setzt man hier fe = —cosı, also fa = cosr, so muss man (abgesehen von 


einem constanten Factor) yx = cos’x setzen und erhält so das oben betrachtete 


Integral 
F cos’xdx 
[acose + (ar --b)sinx]’ > 


wo man also keine andere Function als cos’x für gx setzen dürfte, wenn 








die Integration gelingen soll. 








Setzt man aber f"r=-—fz, f"z=-—f'x und zerlegt (B.) so. dass 
(ac+b)yza—-aygzs=ak und yre=k, so folgt yz=(ar-+b)‘. So findet 
man z.B. 

(ac +b)’dx ER ax-+b 

Ne asnzl’ sinz[(a= Fbjeosz_—asına] 08. 


Man kann auf demselben Wege auch das Integral viel complieirterer Diffe- 
rentiale finden, wovon ich nur ein Beispiel noch geben will. 
Setzt man ze (fa+f"2)- fe —-fxr = u, also du= a f"a+f"z)dr, so ist 


En & f. yxdu = y® » /a( gz ) 
2 ve x (f"z-- f""x) u? 3 : u a” x(f"x If") 


. u 











 z(f"z-+f"z) 
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Es muss also, wenn die Integrationsmethode anwendbar sein soll, 


("+ S)pa-yalf'c+f"z)-pa.e(f"cH+f"2) = klelf'atf"c)— fe—f'c] 
sein. Zerlegt man diese Gleichung, so dass 

f"a+f")y'a-gpelf"stf"z) = kif's+f"z), 

palf"a+f"2) = kifa+fe) 
so ergiebt sich 
gr = (fa+fe)(f'a+f" x): 
es ıst also 
"pede _ _ (fe-+f'®) 1 





: u” zu a” 


und diese Formel gilt für jedes fir. 








Ist z.B. fe =sinz, mithn 9x = —(sine-+cosr)’, so findet man 
I (sine + cose)’dx | cCOSsc — sinz 
| —N)eose— (e-+1)sine? O|(a—I)eose— (z-+1)sinz 
Unter der Voraussetzung, dass fe = —f"x und f==-—f"”x, kann man die 
Gleichung auch so zerlegen, dass 
zpa—-gazıyr = kıa-+l), 
JPFRERNS ER 2 un. Me 
zp zs—gze-ıyze = ki-e), 


woraus x = x folgt (abgesehen von einem constanten Factor). Setzt man 
wieder fe =sinz, so ergiebt sich hieraus nach einigen leichten Reductionen 


F. x" dx ‚. @+Deose +(2—1)sinz 
| 


(e—Neose— (e+N)sinel? ° @—I)eose— (z-+1)sinz 











Vereinigt man diese zwei zuletzt gefundenen Integrale durch Subtraction, so 
ergiebt sich 





x’ — (sine + cose)’ RE (2 —1)eose + (z-+1)sinz 
J |(e —Neose — (ce -+1)sinz]’  : (eI)eos2e— (c-+1)sinz 


(röttingen, Mai 1874. 














Ueber die Kugelflächen, welche den Poltetraedern 
einer Fläche zweiten Grades umsechrieben 
werden können. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i./E. 


Die Gleichung einer Fläche &° zweiter Classe kann auf unendlich 
viele Arten auf die Form: 


i—4 
Em.(ax, +Py+yz—p) = 0 
1 


gebracht werden, sodass &° als die zweite Nullfläche eines vierpunkligen 
Massensystemes sich darstellt *). Und zwar sind in Bezug auf ein recht- 
winkliges Coordinatensystem a, 9, y, p die homogenen Coordinaten einer 
beliebigen Berührungsebene der &°, ferner x,, y,, 3, (für i=1,. 2, 3, 4) die 
Coordinaten der Eckpunkte eines beliebigen Poltetraöders von 2, und m,. 
M;. M;. m, die vier diesen Eckpunkten beizulegenden Massen. Zu der Fläche 
&’ ist nun eine Fläche F’ zweiter Ordnung apolar, wenn die Coefficienten 
ihrer Gleichung F’(x,y,z)=0 der Bedingung: 

i—4 
u.a, 5) = © 


% 
— 
ii 


Genüge leisten **). Diese Bedingung ist insbesondere dann erfüllt, wenn F’ 
einem Poltetraöder von 5° umschrieben ist; denn verlegen wir die vier Massen 
m; in die Eckpunkte dieses Tetraöders. so verschwindet für jede derselben 
die Function F’(x,, y;. 3). 

Es gilt aber auch der umgekehrte Satz: 

Einer zu $’ apolaren Fläche F’ können unendlich viele Poltetraöder 
von D* eingeschrieben werden. 

"Um ein solches Poltetraöder zu construiren, wähle man auf F’ einen 
Punkt 1 beliebig, construire dessen Polarebene in Bezug auf &° und bringe 
sie mit F® zum Durchschnitt. Auf der Schnittlinie wähle man einen zweiten 


*) Vgl. dieses Journal Bd. 72, S. 309. 
**) Vgl. die Arbeit: „Erweiterung der Polarentheorie algebraischer Flächen; “ 
dieser Band, S. 104. 
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Punkt 2 beliebig, construire die Polare der Geraden 12 in Bezug auf &° und 
suche deren Schnittpunkte 5 und 4 mit F’. Dann bilden die vier Punkte 
I. 2, 3, 4 ein der F° eingeschriebenes (reelles oder imaginäres) Poltetraöder 
von &°., 

Nämlich die Punkte 1. 2, 3 und der Pol 4’ ihrer Ebene 123 bilden 
zusammen ein Poltetraäder der &, sodass wir ihnen vier solche Massen m,, 
m „ m;. m, beilegen können, dass $' die zweite Nullfläche dieses vier- 
punktigen Massensystemes wird. Weil aber für jeden der ersteren drei Punkte 
Fir,,y;,3)=0 ist in Folge der Construction, so geht die Bedingungsglei- 
chung für die apolare F” über in: 

m. FP(z,y52)=0 oder Fila, y, 2) > 
Auch der Punkt 4’ liegt folglich auf F’, und weil er zugleich auf der Polare 
von 12. das heisst auf der Geraden 34 enthalten sein muss, so fällt er mit 
4 zusammen. 

Die zu &° apolaren Flächen zweiter Ordnung sind demnach identisch 
mit denjenigen F’, welche den Poltetraödern von 2° umschrieben werden 
können. Unter diesen F° aber giebt es unendlich viele Kugelflächen, und 
zwar erhalten wir für deren Radien r und Mittelpunkts-Coordinaten a, b, c 
die Bedingungsgleichung: 


\/ 


Em za)’ +ly,-bV +3 ce)’ —r! +, 
oder: 
Em (+ Yy-+3))— 2a Emo; — 2b Em y—2ceIm 2; +(d+b+c—-r). Em =0. 
Die Fläche 2° ist nun entweder ein elliptisches oder hyperbolisches 
Paraboloid, oder sie hat einen Mittelpunkt und ist ein (reelles oder imaginäres) 
Ellipsoid oder Hyperboloid. Im letzteren Falle können wir &° auf ihre drei 
Hauptaxen beziehen, wodurch ihre Gleichung die einfache Form: 
Aa@®+Bp+Cy—Dp = 0 
annimmt. Identifieiren wir diese Gleichung mit der obigen: 
Zm,(ez;+Py+7=3—p) =. 
so ergiebt sich: 
Im; = A, Imy’=B, Im»; =(, Im =—D, Im;e, = my; = 2m, =(0, 
und die Bedingungsgleichung für die zu &’ apolaren Kugelflächen geht über in: 
A+B+C ‚, A+B+cC 


D oder s—r = D r 


+b+c‘—r = 
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wenn s= ya’+b’+c’ den Abstand des Kugelcentrums vom Anfangspunkt der 


Coordinaten, d. h. vom Mittelpunkt der Fläche $° bezeichnet. 
Nun ist aber s®’—r’ oder (s+r).(s—r) die Potenz der apolaren Kugel- 
fläche im Centrum der &’, und wenn dieses Centrum ausserhalb der Kugel 


£ ' a Teen 'A+B+C . ;. 
liegt, also sr ist, so repräsentirt ys’—-r" oder A Ta die Länge der 
= - D ' 

Tangente, welche von ihm an die Kugelfläche gezogen werden kann. Wir 
erhalten also den Satz: 

Alle Kugelflächen, welche den Poltetraedern eines Ellipsoides oder 
Hyperboloides umschrieben werden können, haben gleiche Potenz im Mittel- 
punkte dieser Fläche; sie werden sämmtlich von einer zu dem Ellipsoid oder 


Hyperboloid concentrischen Kugelfläche orthogonal geschnitten. 


Diese Orthogonal-Kugel hat den Radius ys°—r’ - rn —— und 


kann im Fall des Hyperboloides imaginär werden; sie ist der Ort aller Punkte, 
in denen drei zu einander normale Berührungsebenen des Ellipsoides oder 
Hyperboloides sich schneiden. Diese Kugel reducirt sich auf den Mittelpunkt 
von $&, wenn A+B-+C=0 ist; die Fläche &° ist alsdann ein Ilyperboloid, 
um dessen Asymptotenkegel rechtwinklige Dreikante beschrieben werden können, 
und alle den Poltetraädern von &* umschriebenen Kugelflächen gehen durch 
das Centrum von &° (nämlich ihre Bedingungsgleichung geht in = r über). 
D 


Punkt des Raumes ist folglich Mittelpunkt einer reellen zu #° apolaren 





negativ. so wird r reell für jeden Werth von s, und jeder 


Kugelfläche. 
Die Fläche &° ist ein Paraboloid, wenn in ihrer Tangentialgleichung 
Zm(ar, +Py,+72—p) = 0 
der Coefficient >Zm; von p‘ den Werth Null hat. In diesem Falle geht die 
Bedingungsgleichung für die zu $’ apolaren Kugelflächen über in: 


| 


Em (X +yi+ 23) —- Ram; —2b EZmy;—?2cIm;s; = 0, 


sie wird also linear für die Coordinaten a, b, ce der Kugelcentra, und alle 
diese Centra liegen folglich in einer Ebene. Beziehen wir das Paraboloid auf 
seine beiden Symmetrieebenen und auf die Berührungsebene seines Scheitel- 
punktes, so wird seine Gleichung: 


BP+CyY+?Rk.ap = 0; 
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wir haben also zu setzen: 





Zmc; =0, Zmy; =B, Zms; =(, Zmo =—k Zmy, = Zmzs;—=0, 
wodurch die Bedingungsgleichung für die apolaren Kugelflächen übergeht in: 
B+C+?2a.k=0,. oder a=- 

Also: 

Die Mitielpunkte aller Kugelflächen, welche den Poltetraödern eines 
Paraboloides umschrieben werden können, liegen in einer zur Hauptaxe nor- 
malen Ebene; und jeder Kugelfläche, deren Centrum in dieser Ebene liegt, 
können unendlich viele Poltetraöder des Paraboloides eingeschrieben werden. 

Diese Ebene ist der Ort aller Punkte, in denen je drei zu einander 
rechtwinklige Berührungsebenen des Paraboloides sich schneiden. 


Strassburg i. E., 2. Juni 1874. 











